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Introduccion

La primera orientacién cientifica sobre el estudio de los niimeros enteros, es decir, el ori-
gen de la teoria de los nimeros, se atribuye generalmente a los griegos. Aproximadamente
seis siglos antes de nuestra era, Pitdgoras y sus discipulos, entre sus diversas aportacio-
nes, efectuaron un vasto estudio acerca de los enteros. Euclides, en el tercer siglo A. C.
demostré que existe una infinidad de nimeros primos. Un ntimero primo se define como un
entero mayor que uno cuyos unicos divisores son el uno y él mismo, es decir,

2,3,5,7,11,13,17,- - .

Los ntimeros que no son primos se llaman compuestos, excepto el nimero 1 que no es ni
primo ni compuesto.

El Teorema Fundamental de la Aritmética establece que todo entero n > 1 se escribe
de manera nica como producto de primos sin importar el orden de los factores. Por esta
razon, el estudio de las propiedades de los niimeros primos siempre ha sido objeto de intenso
estudio por matematicos de todas las épocas.

La distribucién de los niimeros primos es muy irregular, se sabe que podemos encontrar
espacios tan grandes como se quieran donde no exista ningin numero primo; por ejemplo,
la sucesion

n+1)!+2,(n+1)!+3,--- ,(n+ 1)+ (n+1)
consiste de n enteros consecutivos compuestos. Por otro lado, la conjetura de los primos

gemelos afirma la existencia de una infinidad de parejas de primos p y g cuya diferencia es
2, 0 sea

p—q = 2.
Sin embargo, a pesar de tales fendmenos, la distribucién de los niimeros primos obedece a
ciertas leyes que estudiaremos mas adelante.
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Un problema clésico es saber cudntos niimeros primos pertenecen al intervalo [1,z]; en
la teoria de los nimeros la funcién 7(z) denota a tal cantidad, es decir,

m(x) = Z 1,

p<z

donde la sumatoria es tomada sobre los niimeros primos. Bajo esta notacién el teorema de
Euclides establece que
m(x) = oo cuando x — 0.

En 1737, L. Euler consideré la serie de variable real

=1
Znig, O'>1

n=1

El observé que tiene lugar la igualdad

1 1
F:Hfl_—p_gv O'>].,
n=1 P
donde el producto estd tomado sobre todos los nimeros primos p. Mediante esta observacion,
Euler establecié que la serie > 1/p tomada sobre todos los nimeros primos diverge, hecho
que conduce a una demostracién analitica de la existencia de una infinidad de nimeros
primos. Euler también demostré que

(x)

lim —= = 0,
r—00 I

esta afirmacion nos dice que los nimeros primos no son tan frecuentes entre los nimeros
naturales. La distribucion de los nimeros primos ha sido objeto de gran estudio apartir del
siglo XVIII.

En 1798, A. M. Legendre conjeturé que para valores grandes de x, w(x) es aproximada-

mente igual a
T

1 —_ dond A=1. .
(1) r—t onde 08366

En 1793, C. F. Gauss propuso una férmula similar a (1), la cual afirma que para valores
grandes de x, w(x) es aproximadamente igual a

(2) liz) = / ’ ldgt
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lo cual no fue publicado en este ano, sino hasta 1863.

Es fécil mostrar que (1) y (2) son equivalentes a la férmula

(3) m(x)

T

~ logz’

es decir, m(x) es aproximadamente igual a x/logz, para valores grandes de z. La relacién
(3) es conocida como el Teorema de los Numeros Primos y es el teorema central en la teoria
de la distribucién de los ntimeros primos.

En 1848, P. L. Chebyshev probé que el mejor valor para la constante A en (1), debe ser
1. En la siguiente Tabla 1 mostraremos las aproximaciones a () propuestas por Gauss,
Legendre y Chebyshev para algunos valores de x:

x m(x) Gauss Legendre z/(logx — 1)
1000 168 178 172 169
10000 1229 1246 1231 1218
100000 9592 9630 9588 9512
1000000 78498 78628 78534 78030
10000000 664579 664918 665138 661459
100000000 0761455 5762209 5769341 5740304
1000000000 50847534 50849235 50917519 50701542
10000000000 455052511 455055614 455743004 454011971
Tabla 1

En 1850, Chebyshev obtuvo el primer progreso verdadero hacia la prueba del teorema
de los nimeros primos, demostré que existen dos constantes positivas a < 1 < b tales que

(5)

T

<m(x) < b

“ log x log x

y que si w(x)logx/x tiene limite, entonces su valor debe ser igual a 1.
En 1881, J. J. Sylvester refin6 el método de Chebyshev, demostrando que podemos usar

a = 0.95695 y b = 1.04425 si x es suficientemente grande. (En 1962 fue demostrado que
podemos usar a = 1 para todo z > 10). Ver Rosser and Schoenfeld (1962).

Una contribucién fundamental para investigar el problema de la distribuciéon de los
nimeros primos fue realizada por B. Riemann en 1859. Motivado por la demostracion



Introduccién iv

analitica de Euler sobre la existencia de una infinidad de nimeros primos, Riemann introdujo

la funcién de variable compleja
=1

((s) = YR
n=1
donde s = o+it y o = Re s > 1. Esta funcién es conocida como la funcion zeta de Riemann.
La serie converge absolutamente en la regién o > 1 y de manera uniforme si ¢ > o0y, para
cualquier og > 1 y por lo tanto ((s) representa a una funcién analitica en la regién o > 1.
Riemann demostré que ((s) se puede extender analiticamente a una funcién meromorfa en
todo el plano complejo con un tnico polo simple de residuo igual a 1 en s = 1. Riemann
tambien demostré que ((s) satisface una ecuacién funcional. De tal ecuacién se sigue que
los enteros pares negativos anulan a ((s), tales ceros son conocidos como los ceros triviales.
De las condiciones de simetria de la ecuacién funcional se sigue que los ceros que no son
triviales deben estar ubicados en la franja critica 0 < ¢ < 1, y ademads simétricamente
distribuidos con respecto a la linea critica o = 1/2 y al eje real. Los ceros que estan en la
franja critica son llamados ceros no triviales. Riemann afirmé sin demostracién que todos
ellos deben estar ubicados en la linea critica, conjetura aun abierta y conocida como la
hipotesis de Riemann. Riemann encontré una profunda conexién entre el problema de la
distribucién de los ceros no triviales de la funcién ((s) y la distribucién de los nimeros
primos.

En 1896, J. Hadamard y C. J. de la Vallée-Poussin independientemente uno del otro
demostraron el teorema de los niimeros primos totalmente, basados en las ideas desarrolladas
por Riemann acerca de la funcién ((s) y su relacién con m(z). La prueba dada por Hadamard
es mas simple, pero de la Vallée-Poussin estudia con méas detalle el término de error. También
de la Vallée-Poussin demostré que (2) es una mejor aproximaciéon que (1), sin importar el
valor que le asignemos a la constante A.

En 1949, Atle Selberg y Paul Erdds, independientemente demuestran el teorema de los
numeros primos, sin usar la teoria de las funciones analiticas, sino argumentos elementales.
Ver Selberg (1949) y Erdos (1949).

El término de error en el teorema de los niimeros primos depende de la regién en el plano
complejo en donde la funcién zeta de Riemann es libre de ceros. Entre mas nos podamos
extender dentro de la banda critica, el término de error sera menor.

En el capitulo 3 se demuestra que la funcién zeta de Riemann es libre de ceros en la
region dada por
1

>
7= T RL)
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donde L(t) =logt+ 11 y t > 2. Usaremos esta regién para estudiar la estimacién obtenida
por de la Vallée-Poussin en 1899, es decir, él demostré que

(6) w(x) = li(z) + O(w e V87

cuando x — oo, donde ¢ es una constante positiva. Este resultado lo podemos encontrar en
de la Vallée-Poussin (1899-1900).

Con mayor precisién J. E. Littlewood demostré que
(7) m(z) = li(z) + O(x e~ (loge - loglogz)!/2 ).
En 1901, H. von Koch demuestra algo méas fuerte. El probd que
(8) m(z) = li(z) + O(z" log )
donde 7 € R es tal que si o > 7 entonces (o + it) # 0.

De hecho, si se supone que la Hipétesis de Riemann es cierta, entonces la ecuacién (8)
de von Koch toma la forma

(9) m(z) = li(z) + O(Vzlogz).

Finalmente en 1958, Vinogradov demuestra que
(10) m(x) = li(z) + O(we 180777,

Los resultados (7), (8) y (10), los podemos encontrar en Littlewood (1996), Koch (1901) y
Ellison (1985), respectivamente.

Del teorema de los niimeros primos se sigue que para h < x tiene lugar la igualdad

h
m@+h) — w(z) = — " T o).
log(x +h) logz log x
Encontrar h tal que w(z + h) — w(z) > 0 implica la existencia de un ndmero primo en
(z,2 + h]. Esta observacién motiva a investigar las condiciones sobre h para garantizar la
existencia de un nimero primo en el intervalo (x,x + hj.

Bertrand conjetur6 en 1845 que si h > 2, entonces (h,2h) deberia contener un niime-
ro primo. Esta conjetura fue probada por Chebyshev en el ano 1851 y ademds también
probé que en el intervalo (z,z + h] hay un nimero primo, si > xg y h > %x De manera
natural surgen las siguientes preguntas:
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e ;Qué tan pequeno se puede elegir a h = h(x) de tal forma que en el intervalo (z, 2+ h]
exista al menos un numero primo, si x es suficientemente grande?

e ;Es posible hallar una féormula asintética para la cantidad de nimeros primos en el
intervalo (z,z + h|?

Este problema es conocido como: El problema de la distribucion de los nimeros primos en
pequenos intervalos.

Una forma de abordar este problema es utilizando (6), esto es, si h < z entonces tenemos
z+h

m(x+h) — 7(x) = / ljgft + O(ze~Vios2) ¢ > 0.

x

De esta forma, basta tomar
h = come V8T ) >0, ¢3>0,

para garantizar la existencia de un nimero primo en el intervalo (z,x + h]. Més atin, la
cantidad de nimeros primos que hay en ese intervalo es asintéticamente h/log . Asumiendo
la Hipdtesis de Riemann, es decir, la ecuacion (9) y procediendo de manera anéloga, al elegir
h = 21/2¢ se garantiza la existencia de un ndmero primo en el intervalo (x, m+m1/2+5], para
cualquier £ > 0. Ademsés, la cantidad de ntimeros primos sers asintGticamente z1/2+¢ /log z.

Por tltimo, utilizando el mejor término de error, el cual estd dado en la ecuacién (10),

basta tomar h(z) = we~ 108"

—log3/5—¢ z]

* para garantizar la existencia de un nimero primo en el
—log?/cx _

intervalo (z,z + xe ,siendo € > 0y x > zo(e) > 0. A pesar de que ze
o(z) siempre se tiene ze—log¥" " a > 2!79, para cualesquiera €,6 > 0y = > zo(5) > 0.
Por tal razon, el teorema de los nimeros primos no garantiza de manera incondicional la
existencia de niimeros primos en un intervalo de la forma (z,z + x'~°]. Sin embargo, en
la teorfa de la funcion zeta de Riemann existe una rama muy profunda conocida como la
Teoria de la densidad de los ceros no triviales de la funcion zeta de Riemann, de la cual se

siguen resultados mas fuertes que lo que se deriva del teorema de los nimeros primos.

Se denota por p = 8+ iv, a cualquier cero no trivial de ((s). Para T > 2, se definen las

funciones
N(T) = PRt
0<Sm p<T

N(o,T) = oo
0<|Sm p|<T
Re p>o
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es decir, N(T) cuenta el nimero de ceros no triviales de {(s) en el rectdngulo 0 < Smp < T
y N(o,T) cuenta el nimero de ceros de ((s) en el rectangulo 0 < |Smp| < T, con Rep > o.
A la segunda funcién se le conoce como funcion de densidad de los ceros no triviales de

¢(s)-

El objetivo fundamental de este libro es estudiar el problema de densidad de los ceros
no triviales de la funcién ¢((s) y su conexién con el problema de la distribucién de los
nameros primos en pequenos intervalos. De manera precisa; obtendremos una estimacion
para N (o, T), la cual permite establecer que para h(z) > 3/4t¢ cone > 0y & > xq(e) > 0,
existe un ndmero primo en el intervalo (x,x + h(x)]. Més atn, la cantidad de nimeros
primos que hay en ese intervalo es asintéticamente como h(z)/log x. Ademads, en el proceso
de estudio vamos a aprender cémo se aplica el Teorema del Valor Medio de Vinogradov
para obtener la regién libre de ceros de ((s) que de hecho es el mejor resultado conocido en
la actualidad. También veremos que la aplicacién de este resultado establece (10).



Capitulo 1

Conceptos y teoremas elementales

81. Introduccion

En este capitulo se dan algunos conceptos y teoremas bésicos de la teoria analitica de
los nimeros que seran necesarios para el estudio de la distribucion de los nimeros primos.
Las letras p, p1, ps2, - -+, denotan niimeros primos.

82. Definiciones basicas

En esta seccién se definen algunas funciones aritméticas, en donde entendemos por una
funcién aritmética una sucesiéon de nimeros reales o complejos.

Definicién 1.1. La funcién de Mébius p(n), se define por

1, sin=1;
u(n) = ¢ 0, si p?|n;
(—=1)F, sin=pips...pk

Definicién 1.2. La funcién de von Mangoldt A(n), se define en la manera siguiente

_ [ logp,  sin=pk
Aln) = { 0, sin # pF.

Definicién 1.3. Para una funcién aritmética f definimos la funciéon suma de f por

Fa) = 3 f(n),

n<x
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en donde x es un numero real dado. En el caso particular de la funcién aritmética f(n) =1
si n es un nimero primo y 0 en otro caso, tenemos

S fm) = 31 = n(a),

donde la segunda suma corre sobre todos los niimeros primos. Otro ejemplo de una funcion
suma es la funcién de Chebyshev, la cual esta definida como

() = Y An), x> 0.

n<x

En la siguiente definicién se plantea la funcién que cuenta todos los divisores de un
numero natural n.

Definicién 1.4. Para todo entero positivo n, la funcién 7(n) indica la cantidad de divisores

de n, es decir,
7(n) = Zl.
dln

Definiciéon 1.5. Para cualquier nimero real u, definimos la parte entera de wu, la cual
la denotamos por [u] como el entero més cercano a u tal que v — [u] > 0. El nimero
0 < wu—[u] <1 esconocido como la parte fraccionaria de u y se denota por {u}. Se definen
las siguientes funciones de variable real

pu) = 1/2—{u},
lull = min({u},1 - {u}).

En la siguiente definicién introducimos la notacién de Landau.

Definicién 1.6. Sea g(x) una funcién positiva. Sea f(x) una funcién real o compleja.
Escribimos f(z) = O(g(x)), o de manera equivalente la notacién introducida por Vinogradov
f(z) < g(z), si existe una constante ¢ > 0 tal que |f(z)| < cg(z). Por otro lado, se denota
f(x) = o(g(x)) para indicar que

lim @

v—o0 g(x)

Se dice que f(z) es asintéticamente igual a g(x) si

f(x) = g(x)(1 + o(1)).
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83. Formulas de sumacién

Los siguientes lemas nos proporcionan férmulas para obtener el comportamiento asintoti-
co de una suma parcial, al compararla con una integral.

Lema 1.7. (Férmula de Sumacién de Abel). Sea {c,} una sucesion de nimeros complejos.
Sea f(u) una funcion continuamente diferenciable en [a,b]. Entonces tiene lugar la igualdad

b

S enfln) = — [ G wdu + COI).

a<n<b a

donde C(u) = >, cp.

a<n<u

Demostraciéon. Es suficiente demostrar que

Observe que

b
S i) - ) = ¥ e / fde = 3 e / £ (w)g s m) du,

a<n<b a

donde
1si,n<u<b;

g(uin) = { 0si,a<u<n.

De esta forma, se deduce

b b

/ > enf'(u)g(usn)du :/ > et (wdu = /bC’(u)f’(u)du. O

a a<n<b o a<n=<u

Lema 1.8. (Férmula de Sumacién de Euler). Sea f(u) una funcion continuamente diferen-
ciable en [a,b]. Entonces tiene lugar la igualdad

b

b
S fn) = / F(w)du + pB)f(B) — pla)f(a) — / p(u) ' (u)du,

a<n<b a
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donde p(u) es la funcién definida en (1.5).

Demostracién. Si definimos C'(u) = > 1, entonces
Cluy= ) 1=[u~la] = (u—1/2+p(u) ~ (a = 1/2+ p(a)) = u—a— p(a) + p(u).

Aplicando el Lema 1.7 se tiene

b

b
(1.9) > f(n)= */(u*a*p(a))f'(U)duf/p(U)f'(U)dU+(b*a*p(aHp(b))f(b)-

a<n<b o a

Por otro lado, integrando por partes se tiene

b b

(1.10) - / (4~ a — p(a)) ' (w)du = —(u— a — p(a))(u)

a a

Sustituyendo la ecuacién (1.10) en (1.9), deducimos

b

b
S fn) = / F(u)du + p(B) F(B) — pla) f(a) — / p(u) f/(w)du. O

a<n<b a

Lema 1.11. (Férmula de sumacién de Poisson). Sea F' € L'(R). Suponga que la serie
Z F(n+v)
neZ
converge absoluta y de manera uniforme en la variable v. Si ademds
Y [F(m)| < o,
me7Z

entonces se tiene que

ZF(n—i—v) = Zﬁ(n)e%m”.

neZ nez

Demostracién. La funcién

Gv) = ZF(n+v)

nez
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es una funcién continua de periodo 1. Los coeficientes de Fourier de G(v) estan dados por

G( ) 72mmvdv _ Z/ n—i—v 27rzmvdv

%)
3
I
O\H

neEZ
n+1 o)
/F(m)e_%imxdm = /F(:E)e_%imxdx = F(m).
nez o, N

Dado que ), |F(m)| < oo, podemos representar a G(v) por su serie de Fourier
Z Fn+wv) = Z F(n)e*™m.
nez neZ

El Lema estd demostrado. O
El siguiente Corolario es una consecuencia del Lema 1.11.

Corolario 1.12. (Ecuacién funcional de 6(x)). Sea
_ Ze—mmﬂ.
neZ

Entonces, para x > 0 se tiene

9(%) — VTh(x).

Demostracién. Observe que, de existir, la transformada de Fourier de F' (SE /t) es [t|F(tu).

Notemos que, si F(t) = e~™" entonces F(t) = =™, Por lo tanto e~ "(/V®* tiene transfor-

mada
—rt?
\/56 Fe

Aplicando el Lema 1.11, se deduce

Z e—ﬂ'(n/\/f)2 _ \/EZ e—‘n’nzm.

neL ne”L

Una consecuencia del Corolario 1.12 es la siguiente

(1.13) w(l/z) = ﬁ;l + Vzw(z),
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en donde

o

(1.14) w(z) = Y e,

Lo cual es claro al observar que 6(z) = 1+ 2w(z).
§4. Estimacion de Van der Corput

Una suma y una integral trigonométrica, respectivamente, son sumas e integrales de la

forma
b

> pmem ™ [ o,

a<n<b a

donde f(x) y ¢(x) son funciones reales. Las sumas trigonométricas son objetos muy com-
plicados los cuales son dificiles de investigar, mientras que la construccién de integrales
trigonométricas es mucho mas simple y pueden ser estudiadas mediante métodos del Anali-
sis matematico.

Lema 1.15. (Van der Corput). Sea f(z) una funcién de variable real continuamente
diferenciable en el intervalo [a,b] con derivada mondtona. Si ademds |f'(z)] < 6 < 1,
entonces

b

Z 6271'z'f(n) _ /627rzf(x)dx+0<ﬁ>’

a<n<b J
donde la constante implicada de O es absoluta.
Demostracion. Para n fijo sea

Fp(z) = e¥rif(nta), 0<a<l
Definamos a F,(z) en los puntos 0 y 1 como

e2mif(n) + e2mif(n+1)
2

Ahora extendamos el dominio de la funcién a todos los reales de manera que F,(x) tenga
periodo 1.

Utilizemos el siguiente resultado, que pertenece a la teoria de series de Fourier:
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Sea f(x) una funcion con periodo 1 definida en los reales, con a lo mds, un nimero
finito de discontinuidades de primera especie en [0,1]. Si, aparte de las discontinuidades, f
tiene deriwada continua en [0,1], entonces la serie de Fourier converge a f(x) en todos los
puntos donde sea continua. Para los puntos xy de discontinuidad se tiene

an) = 5 (,tm )+t 1))

2 \z—zo— r—x0+0

De esta forma, Fj,(x) admite la expansién en serie de Fourier

Fy(z) = Z em(n) g2mimae.

meZ

donde
1

em(n) = /Fn(u)eﬂmm“du.
0
Si m # 0 entonces por integracién por partes tenemos

1
1 i f(n+u —2mimu
em(n) = —m/eQ J(na) g o2mimuy

1
_ 1 (627r7§f(n) _ e27rif(n-"—1)> + l/f/(n + u)e%'ri(f(n-l-u)—mu)du.

2mim m
0
Al evaluar F,(z) en z = 1 se obtiene
27rzf(n) 2mif(n+1)
Fn(l) _ +2€ / 2mi f (n+u) du + Z Cm
0 m#0

e271'1]"(71—‘,—11 du + Z /f n+u) 2mi( f(n+u)— mu)du

I
o

m750
n+1 7l+1
_ Famon sy 1 paansrmn,
n m;é() n

Sumando sobre a < n < b, se tiene

b
. , 1
Y i) = /esz(wdu + 3 U + 0Q),
m

a<n<b m#0





