M2 TERESA GONZALEZ MANTEIGA

400

PROBLEMAS RESUELTOS
DE ESTADISTICA
MULTIDISCIPLINAR




© M? Teresa Gonzalez Manteiga, 2021

Reservados todos los derechos.

«No esta permitida la reproduccion total o parcial de este libro, ni su tratamiento
informatico, ni la transmision de ninguna forma o por cualquier

medio, ya sea electronico, mecanico por fotocopia, por registro u otros métodos,
sin el permiso previo y por escrito de los titulares del Copyright.»

Ediciones Diaz de Santos

Internet: http//www.editdiazdesantos.com
E-mail: ediciones@editdiazdesantos.com

ISBN: 978.84-9052-267-7
Deposito Legal: M-4185-2021

Fotocomposicion y disefio de cubiertas: P55 Servicios Culturales

Printed in Spain / Impreso en Espaiia



INDICE

Capitulo 1. Fundamentos generales. Sucesos aleatorios.
CombINAtONIA .....coeeeiieeeee e 1

Capitulo 2. Estadistica Descriptiva Unidimensional.
Estadistica Descriptiva Bidimensional. Regresion. Correlacion.
NUMEIOS INAICES ....evviiiiiiii e 33

Capitulo 3. PROBABILIDAD. Calculo de Probabilidades.
Probabilidad condicionada. Regla de Bayes. Aplicaciones.
Especificidad y sensibilidad de una prueba en Medicina .................... 99

Capitulo 4. Distribuciones de Probabilidad Discretas............cccccoeeeeeviinnnnnn..n. 133

Capitulo 5. Distribuciones de Probabilidad Continuas.
Aproximaciones de Distribuciones Discretas. Distribuciones
Conjuntas. Independencia de Variables Aleatorias. Intervalos
de Probabilidad............cooommiiii e 185

Capitulo 6. INFERENCIA ESTADISTICA I. Estimacion.
Intervalos de ConflanzZa........couoeeioe o, 281

Capitulo 7. INFERENCIA ESTADISTICA Il. Contrastes de Hipdtesis
ParameétriCOS. .....ooeeiiiiiiieiee e 337

Capitulo 8. INFERENCIA ESTADISTICA lll. Contrastes de Hipotesis
NO ParameétriCOS .......uuuuuuiiiiiee e 403

Capitulo 9. INFERENCIA ESTADISTICA IV. ANOVA con un Factor
de Variacion. Contraste de Normalidad de Shapiro-Wilk.
Contraste de Bartlett. Prueba de Kruskal-Wallis.
Analisis de la Regresion Lineal Simple............ooooiiiiiiiiiiieeee 509

Capitulo 10. INFERENCIA ESTADISTICA V. ANOVA y Andlisis

de Regresion con STATGRAPHICS ... 607
ANEXO. Tablas de las Distribuciones..............cccuuuiiiiiiiiiiiie 689
Bibliografia y enlaces de Internet...........coooiiiiiiiii e 719

Vil



VI



PROLOGO

“Cada uno de nosotros debe trabajar su propio
perfeccionamiento, aceptando,

en la vida general de la humanidad, su parte de responsabilidad,
ya que nuestro deber particular es el de ayudar a aquellos

a quienes podemos ser utiles”

MARiA SLODOWSKA-CURIE
Premio Nobel de Fisica 1903 y
Premio Nobel de Quimica 1911

Las palabras de Maria Slodowska-Curie, y su ejemplo durante toda su vida, son un acica-
te no solo para nuestra propia formacion sino también para la de aquellos que tengamos
en nuestro entorno, de modo que unos a otros nos ayudemos y entre todos hagamos un
mundo mejor.

Saber es hacer puede servir de introduccion a este libro de Problemas resueltos de
Probabilidad y Estadistica destinado a estudiantes de los primeros cursos universitarios y
a todos aquellos que necesiten apoyarse en la Estadistica para aceptar o rechazar hipotesis
de trabajo en sus investigaciones. Cualquiera que sea la disciplina cientifica, de la inge-
nieria o de las ciencias sociales, que trabaje con experimentos de tipo aleatorio y trate de
confirmar una hipétesis de trabajo, a partir de unos datos recogidos, necesita los métodos
estadisticos que permiten aceptar o rechazar esa hipotesis con alta probabilidad de acertar
0, lo que es lo mismo, con riesgo muy bajo de equivocarse.

La Estadistica es una de las ramas mas recientes de las Matematicas. Algunos rechazan
su estudio, la ven complicada y como una barrera insalvable, porque intentan hablar un
lenguaje del que desconocen hasta su alfabeto. En esta disciplina, como en muchas otras,
el trabajo personal es fundamental. Decia Terencio: “No hay cosa tan dificil que a fuerza
de estudiarla no parezca facil” y también “No hay cosa por facil que sea que no la haga
dificil la mala gana”.

La metodologia y las técnicas estadisticas se comprenden mejor haciendo ejercicios,
planteando problemas, resolviéndolos e interpretando los resultados obtenidos. No se
pueden improvisar ni inventar las conclusiones. Cuando se logra plantear un problema,
resolverlo e interpretar los resultados, a todos nos gusta, se entiende el verdadero valor
de la Estadistica y se reconoce como una buena herramienta que es util para la Ciencia en
general, incluidas las Ciencias Sociales, y también para la Técnica.

Hoy vivimos en un mundo audiovisual. Los alumnos en la Universidad no toman o
no saben tomar apuntes, utilizan el mévil y la tablet para todo, escriben poco y algunos
mal y almacenan en la memoria de un portatil algunos archivos. De este modo les cuesta
mas entender y aplicar disciplinas como la Estadistica. Todos hemos experimentado que
lo que se oye se olvida facilmente, lo que se ve se recuerda y lo que se hace se retiene por
mas tiempo, porque se entiende mejor. Sabemos que la lectura nos da una persona forma-
da, el dialogo cientifico una persona preparada y la escritura una persona exacta. Decia
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Balmes: “La lectura es como el alimento, el provecho no esta en proporcion de lo que se
come, sino de lo que se digiere”.

La Estadistica, como cualquier otra rama de las Matematicas, tiene multiples aplica-
ciones en campos muy diversos. Para poder aprovechar sus aplicaciones es necesario
conocer la nomenclatura estadistica y sus técnicas. Este libro de problemas resueltos pre-
tende familiarizar al lector con las técnicas estadisticas y a la vez presentarle sus aplica-
ciones en distintos campos. El mejor modo de familiarizarse con la Probabilidad y con
la Estadistica, y la Uinica forma de comprenderla, pasa por adquirir unas habilidades que
solo se consiguen mediante la resolucion de problemas. De esta forma se comprenden los
conceptos teodricos y posteriormente cada uno lo puede aplicar en su campo de estudio
y de trabajo. Este es el objetivo de este libro que se ha escrito después de muchos afios
dedicados a la docencia de la Estadistica.

Para una mejor comprension, cada capitulo comienza con una sucinta introduccion
tedrica con nomenclatura, formulas y cuadros-resumen. Para profundizar en la teoria se
recomienda consultar un libro de teoria. Muchos de los problemas que aqui aparecen
totalmente resueltos con detalle fueron propuestos en el libro Estadistica Aplicada. Una
vision instrumental. Ed. Diaz de Santos, 2009, y también se han afiadido otros nuevos.

En la Estadistica hay que entrenarse todos los dias, como lo hacen los buenos depor-
tistas. Un campeon no llega a serlo mirando como lo hace otro compaiiero o leyendo
un manual. Las medallas se ganan en los entrenamientos; en los campeonatos o en las
Olimpiadas solo se recogen. Lo mismo ocurre con la Estadistica. En la vida, con esfuer-
7o personal, algunas veces se triunfa, pero siempre se aprende. Lo que se aprende no se
pierde y es nuestra mayor riqueza.

Para obtener un mayor provecho de este libro se recomienda seguir el orden estable-
cido de los temas y en cada uno de ellos leer la introduccién, tener a mano un manual de
teoria, elegir los problemas, resolverlos, o al menos intentarlo sin mirar previamente la
solucidn, y posteriormente comprobar el resultado y comprehender el procedimiento de
resolucion.

El estudiante y el investigador de hoy necesitan analizar los datos que recogen en su
campo de trabajo y se encuentran, en numerosas ocasiones, en situaciones de incertidum-
bre, lo que hace necesario la utilizaciéon de métodos estadisticos para sacar de su estudio
mejores conclusiones.

Los métodos estadisticos son de dos tipos: descriptivos e inductivos. Los métodos des-
criptivos se ocupan de la recogida de muestras y de ordenar, resumir y analizar los datos
de la muestra o las muestras recogidas. A partir del conocimiento de una o mas muestras
de las poblaciones objeto de estudio, se formulan hipotesis sobre la poblacion, o las po-
blaciones, de las que proceden, se contrastan y se obtienen conclusiones, aceptando o re-
chazando las hipotesis planteadas con una probabilidad alta de acertar. Este es el objetivo
de los métodos inductivos.

Actualmente es frecuente encontrar alumnos en los primeros cursos de Grado, que
se enfrentan por primera vez a la Estadistica, desconociendo el lenguaje especifico de
esta materia. Por lo que no comprenden los textos ni saben interpretar los enunciados
de los problemas. Por ello en el Capitulo I de este libro se hace una breve introduccion
que incluye Nomenclatura y Glosario de simbolos y se recogen en ¢l ejercicios sobre
los fundamentos generales y Algebra de Sucesos Aleatorios, conocimientos basicos ne-
cesarios para traducir los enunciados de los problemas al lenguaje de la Estadistica. Se
incluye también la Combinatoria, que ayuda a discernir si el orden de los elementos es
irrelevante o no y que facilita contar el nimero de casos favorables a un suceso dado
entre todos los posibles.
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En el Capitulo 2 se incluyen problemas de Estadistica Descriptiva Unidimensional y
Bidimensional. Regresion. Numeros Indices. En el Capitulo 3 los problemas de Probabi-
lidad. En el Capitulo 4 los problemas de Distribuciones de Probabilidad Discretas. En el
Capitulo 5 problemas de Distribuciones de Probabilidad Continuas. Aproximaciones de
Distribuciones Discretas por Distribuciones Continuas. Distribuciones Conjuntas. Inde-
pendencia de Variables Aleatorias. Intervalos de Probabilidad.

Con el Capitulo 6, Inferencia Estadistica I, comienzan los Métodos Inductivos que
permiten aceptar o rechazar hipdtesis sobre la poblacion, o las poblaciones objeto de es-
tudio, a partir de los resultados de muestras extraidas o dadas y obtener conclusiones, con
una probabilidad alta de acertar. En este tema se incluyen los problemas de Estimacion de
parametros e Intervalos de Confianza. En el Capitulo 7, Inferencia Estadistica I, los pro-
blemas de Contrastes de Hipdtesis Paramétricos, que exigen que las muestras procedan
de distribuciones Normales.

La Inferencia a partir de muestras de tamafio pequefio que proceden de poblaciones
que no son Normales, como ocurre a menudo en la investigacion en Psicologia, en Peda-
gogia, en Ciencias Sociales... para tratar muestras que vienen dadas y no son recogidas
por quien tiene que realizar el estudio estadistico, hay que aplicar Contrastes de Hipotesis
No Paramétricos, o de distribucion libre. Los problemas de Contrastes de Hipdtesis No

Paramétricos: Contrastes y° de Bondad de Ajuste, Contrastes de Homogeneidad, Con-
trastes de Independencia, Otros Contrastes No Paramétricos se recogen en el Capitulo 8,
Inferencia Estadistica III.

En el Capitulo 9, Inferencia Estadistica IV, se incluyen los problemas de Analisis de
la Varianza y los de Analisis de la Regresion Lineal Simple.

Y en el Capitulo 10, Inferencia Estadistica V, los problemas de Analisis de la Varianza
y Analisis de la Regresion utilizando STATGRAPHICS™! Centurion XVII, que facilita
enormemente los calculos, sobre todo si las muestras son grandes, y que proporciona
ayuda grafica para interpretar los resultados.

También en temas anteriores se han resuelto, o comprobado, problemas con el Progra-
ma de Anélisis Estadistico STATGRAPHICS™ Centurion XVII, por ser esta una buena
version muy empleada, por su facilidad de manejo y por los resultados graficos que ofre-
ce. Otros programas que se utilizan son: Excel™?, que permite formar tablas detalladas de
los calculos, y DERIVE™?, Version 6.10, para realizar algunas operaciones, por su gran
precision y para representar algunas graficas.

Se adjunta un archivo titulado “Archivo DATOS Libro Problemas.sgd”, en el que es-
tan grabados los datos para analizarlos con STATGRAPHICS.

Los problemas se resuelven a mano, haciendo uso de calculadora, hojas de célculo
y tablas de las distribuciones incluidas en este libro. También, cuando hay que manejar
muchos datos, se utiliza el Programa STATGRAPHICS Centurion XVII.

El conjugar ambos procedimientos ayuda, entre otras cosas, a comprender mejor el
método para obtener la solucion, a interpretar los resultados que proporcionan los Progra-
mas Informaticos, a valorar la ayuda que supone poder hacer uso de software, que ahorra
tiempo, facilita los calculos y desarrolla el espiritu critico, fomentando el habito de no
aceptar sin justificacion ningun resultado. Familiarizarse con STATGRAPHICS™ Centu-

1. STATGRAPHICS es una marca registrada por Manugistics Inc. and Statistical Graphics
Corporation. USA.

2. Excel es una marca registrada por Microsoft Corporation.

3. DERIVE es una marca registrada por Texas Instruments Incorporated.

Xl
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rion XVII ayuda y permite comprender los resultados de otros programas estadisticos. El
uso de estos es hoy imprescindible en la investigacion y en el trabajo cientifico.

En el Anexo se incluyen las Tablas de las Distribuciones Estadisticas que se utilizan
para resolver los problemas.

Ojalé este libro de problemas resueltos sea util tanto a estudiantes universitarios como
a cuantos necesiten aplicar la Estadistica en la investigacion o en su profesion. En la ac-
tualidad es muy dificil realizar investigacion sin utilizar la Estadistica y el ordenador, que
facilita el célculo y el manejo de gran cantidad de datos ahorrando tiempo y esfuerzo y
con una precision asombrosa.

Doy las gracias a la Editorial por haber confiado de nuevo en mi trabajo, y a todas las
personas que han contribuido a que este libro se haya podido escribir: a mis profesores
que me han ayudado a formarme y siempre han resuelto mis dudas, algunos ya fallecidos,
a mis alumnos por sus preguntas y dudas planteadas que me han motivado y alentado
cada dia en esta tarea y a mi familia por su apoyo incondicional.

Si a las personas que utilicen este libro les resulta provechoso, habré logrado mi ob-
jetivo de animarles a hacer un buen uso de la Estadistica. Estaré¢ muy agradecida a todos
los que me remitan sus opiniones, sugerencias o comentarios a la siguiente
direccion mtgmant(@bio.ucm.es

Xl



Capitulo

Fundamentos generales
Sucesos aleatorios
Combinatoria

No nos atrevemos a muchas cosas porque son dificiles, pero son dificiles
porque no nos atrevemos a hacerlas.

Por la ignorancia se desciende a la servidumbre, por la educacion y el
estudio se asciende a la libertad.
Diego Luis Cordoba (1907-1964)

La lectura es como el alimento, el provecho no esta en proporcion de lo que
se come, sino de lo que se digiere.
Jaime Balmes (1810-1848)
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NOMENCLATURA

Conjuntos Nombre

U Conjunto Universal

%) Conjunto vacio

A UB Union de los conjuntos A y B

ANB Interseccion de los conjuntos Ay B

AcB El conjunto A estd contenido en B o también A
es un subconjunto de B

C,(A)=A Conjunto complementario de A respecto de U

X:A El complementario de AesA
El conjunto A estd contenido en B o es igual a B,

AcCB o A es un subconjunto de B que puede coincidir
con el conjunto B.

AnNnB=y¢ Conjuntos disjuntos, o sin elementos comunes.

ANBz#0 Conjuntos no disjuntos.

A-B=ANB Diferencia de conjuntos. Conjunto formado por
los elementos del primero que no son del segun-
do.

acA El elemento a pertenece al conjunto A

xgA El elemento x no pertenece al conjunto A

max {X,,X,,...,x, }

El mayor de los elementos del conjunto

{xl,xz,...,xn}

min {x,,x,,..., X, |

El menor de los elementos del conjunto

{xl,xz,...,xn}

Cuantificador Vxe A

Para todo elemento x perteneciente a A

Cuantificador I xe€ A

Existe al menos un elemento x perteneciente a A

AUB=ANB (Primera ley de De Morgan)

El complementario de A U BY la interseccion de
los complementarios de A y de B son iguales.

ANB=AUB (Segunda ley de De Morgan)

El complementario de A nBy la union de los
complementarios de A y de B son iguales.

Card(AUB) = Card(A) + Card(B) — Card(A N B)

Cardinal, o numero de elementos, de la union de
los conjuntos A'y B.

Card(A UB) = Card(A)+ Card(B)

Cardinal de la union de los conjuntos Ay B que
son disjuntos.

Card(AUBUC) = Card(A)+ Card(B) + Card(C) —
—Card(ANB)—Card(ANC)—Card(BNC)
+Card(ANBNC)

Cardinal de la union de tres conjuntos.

Card(AUBUC) = Card(A)+ Card(B)+ Card(C)

Cardinal de la union de tres conjuntos disjuntos
dos a dos.
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NOMENCLATURA

Conjuntos numéricos

Nombre

N={1,2,3,...,,...}

Conjunto de los nimeros Naturales.

Z={=3,-2,-1,0,1,2,3,..,1,..}

Conjunto de los nimeros Enteros.

Q:{% siendo a eZ,beZ,biO}

Conjunto de los numeros Racionales, que son
los que tienen un nimero finito de cifras deci-
males y también los decimales periodicos.

(V3 BB o= i 142

n
1,10110111011110111110..., 3,01001000100001000001...,

1,23344455556666677777788888889999999900000000022333...,

T3t o, }
s s .

Conjunto de los nimeros Irracionales que son
los nimeros decimales no periddicos.

Conjunto de los nimeros Reales, que son todos
los nimeros decimales tanto periddicos como
no periodicos. El conjunto R esta formado por
todos los numeros Racionales y todos los nu-
meros Irracionales.

C={a+bi siendo a eR,beR,i=\/—_l}

Conjunto de los nimeros Complejos.

Alfabeto griego (minuscula y mayuscula)

Nombre

alfa

beta

gamma

delta

¢épsilon

zeta

eta

theta

~ oS 0™ o) [

iota

kappa

lambda

my

ny

xi

Omicron

p1

1o

sigma

tau

ypsilon

fi

ji

psi

O | | =< | T|o|m|z| z|> =~ = N|m|>| | @

SRS NASEESE N ISERACEE RIS R A RSN

omega
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Logica proposicional Nombre

T Tautologia, proposicion siempre verdadera.

¢ Falacia, proposicion siempre falsa.

p.q .., a b c .. Proposiciones.
Una proposicion es una frase que puede ser
verdadera o falsa, pero no ambas cosas a la
vez.

pvq Disyunciondepy g (“pog”).

pvq Disyuncion exclusivade py g (“opogq”).

pNng Conjuncionde py g (“py q”).

P o también —p Negacion de la proposicion p (“no p”).

]:9 =p En la logica aristotélica la negacion de la ne-
gacion de p es p.

p—>q Condicional “si p entonces g”’

p<q Condicional “si g entonces p”

pP<q Bicondicional o “p siy solosig”

a=>b a implica b. Condicional tautolégico.

a<=>b b implica a. Condicional tautoldgico.

peq “p es equivalente a ¢~
O también “p implica g y ¢ implicap”

m =P AG (Primera ley de De Morgan) Lanegacion de p v g esigual ala conjuncion
de las negaciones de p y de g.

m =PV 7 (Segunda ley de De Morgan) Lanegacion de p A g es igual a la disyuncion
de las negaciones de p y de g.

Sucesos aleatorios

Nombre

E Espacio muestral o Suceso seguro.

1) Suceso imposible.

ACE,BCE A 'y B son sucesos del espacio muestral E, son
subconjuntos de E.

AcB El suceso A es una parte del suceso B <
<> Si se verifica A también se verifica B.

AUB Union de los sucesos A y B.

ANB Interseccion de los sucesos A 'y B.

A= EE( A) Suceso contrario de A.

El suceso contrario de A es el mismo que A.

AUB=ANB (Primera Ley de De Morgan)

El suceso contrario de A U By la interseccion
de los sucesos contrarios de A y de B son igua-
les.

ANB=AUB (Segunda ley de De Morgan)

El suceso contario de A N By la unién de los
sucesos contrarios de A y de B son iguales.
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Circuitos eléctricos Nombre

1 Cable conectado o cable con un interruptor
siempre cerrado. Siempre pasa corriente.

¢ Cable cortado, o cable con un interruptor siem-
pre abierto. Nunca pasa corriente.

a b, c, .. Interruptores.

Puede estar en dos posiciones: abierto, no con-
duce corriente, o cerrado, conduce corriente.

Conexion de los interruptores a y b en paralelo.

a®b Pasa corriente si uno de los dos o ambos estan
cerrados.
Conexion de los interruptores a y b en serie.
a®b Pasa corriente solo si los dos estan cerrados.

Interruptor complementario o contrario al a.

a o bien a’ Esta cerrado cuando a esté abierto y

Esté abierto cuando a esté cerrado.
a=a El interruptor contrario de a es a.
a®b=aOb (Primera ley de De Morgan) El circuito contrario del que tiene conectados

los interruptores a y b en paralelo y la cone-

xi6n en serie de los interruptores contrarios de
a 'y b son iguales.

a0b=a®b (Segunda ley de De Morgan) El c.ircuito contrario del que tiene conecta@os
los interruptores a y b en serie y la conexion

en paralelo de los interruptores contrarios de a
y b son iguales.

NOMENCLATURA

Obsérvese las analogias entre el algebra de los subconjuntos de un conjunto U dado, la de las propo-
siciones, la de los circuitos eléctricos y la de los sucesos aleatorios. Todas estas dlgebras son casos
particulares del Algebra de Boole. Lo que significa que son isomorfas dos a dos.

Postulados de Huntington para Algebras de Boole
Un conjunto C en el que se han definido dos operaciones binarias @ y © y la complementacion es un

Algebra de Boole si se verifican las siguientes propiedades:

P1. Conmutativas: Va,be C a®b=b®a y aOb=b0Oa
P2. Distributivas:
Va,b,ceC aOb®c)=(a0Ob)®(aOc)y también: a®(bOc)=(a®b)O(aDc)
P3. Elementos neutros: & ¢ I que verifican:
VaeC a®D=aya®l=a
P4. Todo elemento tiene su complementario: Vae C dae(C, talquea®@a=lyaQa=9

Por la simetria de las dos operaciones, en toda Algebra de Boole se cumple el principio de dualidad.
Esto significa que si un teorema es valido, intercambiando @ por O y los elementos neutros entre si,
& por 1, se obtiene siempre otro teorema también valido.
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ORGANIGRAMA
PARA
COMBINATORIA

A={ay, 8y, ..., 8}

J,

Buscamos k elementos pertenaclentes al conjunto A,

¢lmporta el orden da
ogtos k elementos?

¢Tlenen que estar
todos [os elementas
de A?

JPuede haber
algiin elemento
da A rapatida?

L Puade habar
alglin elemento

4Puede haber

sl
algin elemento de A repelido?
de A repetida?
El n° de resultados )
es Cox £l n° do resultados
as Pn = VI‘II‘I
El n° de resultados El n° de resuliados : V
©s Chln 88 Vi 81 hy es el n° da vaces que
n
é sorepita gy > h=N
El n® de rasultados eln°de resul'!?a‘dus es
es VHn.k PHH!I by ey By
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Formulas de Combinatoria

Nombre

P =n!'=n(-1).(n-2)....3.2.1

siendone N

Numero de permutaciones de n elementos o tam-
bién factorial de n.

VR, =n"

siendonykeN

Numero de variaciones con repeticion de n elemen-
tos de orden k.

n!

V:lk:
T (n—k)!

siendonykeNyO0<k<n

=n(n—-1).(n-2).....(n—k+1)

Numero de variaciones ordinarias de n elementos
de orden k.

n n!
Ci= = u
’ (kj kl\(n-k)!

siendo0<k<m, nykeN

Numero de combinaciones ordinarias de n elemen-
tos de orden k.

n+k-1
CRn,k = Cn+k—l,k = k

siendo k e N

Numero de combinaciones con repeticion de n
elementos de orden k.

N!

PR weahy :
N h'h\..h!
A lh!

siendo N=3h =h +h,+..+h,
i=1

Numero de permutaciones con repeticion de n ele-
mentos de indices de repeticion h,h,,...,h, respec-
tivamente.
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Propiedades de los nimeros combinatorios

arhe)

I1. Tridangulo de Pascal o triangulo de Tartaglia. Ordenacion de los nimeros combinatorios:

-1 -1
I11. En el triangulo anterior se ve facilmente que: [Zj es la suma de [Z j y (nk j que estan

situados en la fila anterior, a su izquierda y a su derecha.

. n n—1 n—1 )
Es decir: = + siendo n > 0
k k-1 k
Vo aeny = "|ap+| " a4 " a0+ | " e+ " oo
0 1 2 n—1 n
n n 0 h n 2 h n—1 h n
V. (I+x)" = X + X+ X+ x4 X
0 1 2 n—1 n

VI. Caso particular del anterior:

SO ER o=

Esto significa que el nimero de subconjuntos de un conjunto con n elementos es 2" .
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PROBLEMAS RESUELTOS

1.1.- Siel conjunto C = {a,b,l, *,0,>, {7,9},2} razonar cudles de las siguientes expresiones tienen

sentido y de estas cudles son verdaderas:
acC,Cel, 1€C, Cex, {1,9}eC, >eC, 7€C, 23€C, ceC

zeC, {a,z,*}GC, {a,z,*}C C

Solucion
a € C, tiene sentido y es verdadera.
C €1, no tiene sentido.
1€ C, tiene sentido y es verdadera.
C € %, no tiene sentido.
{7.9} € C, tiene sentido y es verdadera.
>e C, tiene sentido y es verdadera.
7 € C, no es verdadera.
23 € C, no es verdadera.
c € C, no es verdadera.
z C C, no tiene sentido.
z € C, tiene sentido y es verdadera.

{a,z,%} € C, no es verdadera.

{a,z,*} C C, tiene sentido y es verdadera.

1.2- Sile{3,x,8,2}, ;qué se puede decir de x?

Solucion
x=1.

1.3.- ;Qué se puede decirde xsi xe C = {3,a,5,28} ?

Solucion

x=3,x=a,x=506 x=28.
1.4.- Escribir todos los subconjuntos del conjunto C = {3, a,>s, 28} que tengan tres elementos.

Solucion
S, = {3,a,5}, S, = {3,a,28},S3 = {3,5,28},S4 = {a,5,28}.

11
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1.5.- Si P es el conjunto de los nimeros naturales pares e / es el conjunto de los nimeros naturales
impares, hallar PN [ .

Solucion

PN 1= yaque no hay ningiin nimero natural que sea par e impar a la vez.

1.6.- Si M, es el conjunto de los multiplos enteros de 3 y M, es el conjunto de los multiplos ente-
ros de 2, hallar M, N M,

Solucion

M, M, es el conjunto de los multiplos enteros de 6 porque todo multiplo de 6 es a la vez multi-
plo de 2 y de 3.

1.7.- En la asignatura Biologia Celular hay 150 alumnos matriculados y en Genética hay matricula-
dos 115, ;cuantos alumnos podrian asistir a clase en cada uno de los siguientes supuestos?:

a) Si las dos clases se impartieran a la misma hora y no hay ningin alumno matriculado en las dos
asignaturas.

b) Si las dos clases se impartieran a la misma hora y hay 70 alumnos matriculados en las dos asigna-
turas.

Solucion

a) Como se imparten a la misma hora y no hay ningun alumno matriculado en las dos asignaturas,
podrian asistir a clase:

Card(BUG) = Card (B) + Card (G) =150+115=265 alumnos.

b) Si la hora de clase de las dos asignaturas coincide y hay 70 alumnos matriculados en las dos asig-
naturas, el numero total de alumnos que podrian asistir a clase sera:

Card(BUG) = Card (B) + Card(G) —Card(BNG)=150+115—70=195 alumnos.

1.8.- Una Empresa necesita cubrir 29 plazas, 13 tienen que ser ingenieros, 15 quimicos y 13 ma-
tematicos, exige que 6 sean ingenieros y matematicos, 4 matematicos y quimicos y 5 ingenieros y
quimicos.

a) ;Cuéntos deberan tener las tres titulaciones?

b) (Cuéntos deberan ser quimicos e ingenieros pero no matematicos?

¢) (A cuantos que solo tengan la titulacion de ingeniero se les puede ofrecer empleo?

12
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Solucion

a)
Card(IUQUM)=
= Card(l)+ Card(Q) + Card(M)— Card(INQ)— Card(INM)—Card(QNM)+ Card(INQNM)

Por tanto:
29=13+15+13-6-4-5+ card(INQNM) =
= Card(INQNM)=29-13-15-13+6+4+5 =
=> Card(I NQ N M)=3 deberan tener las tres titulaciones.

Resumiendo los datos en un diagrama de Venn:

b) Card(ONINM)= Card(QNI)—Card(QNINM)=5-3=2.

Deberan ser dos quimicos e ingenieros pero no matematicos.

¢) Como el Card(INQNM)= Card(])— Card(INM)— Card(M N Q)+ Card(INONM)
Card(INONM)=13—6—-5+3=5

Solo a cinco de los que tengan titulacion de Ingeniero se les puede ofrecer empleo.

1.9.- La respuesta al anuncio correspondiente al ejercicio anterior fue la siguiente: acudieron 29, de
los cuales 15 eran matematicos, 16 quimicos, 6 ingenieros y matematicos, 5 matematicos y quimicos,
uno quimico e ingeniero y uno tenia las tres titulaciones.

a) ;Cuéntos ingenieros habia?
b) (Qué puestos quedaron sin cubrir?
¢) ;{Qué personas no consiguieron empleo?

Solucion
a) Para saber cudntos ingenieros habia:

Card(lUQUM) =
= Card(l)+ Card(Q) + Card(M ) — Card(I N Q) — Card(INM)—Card(QNM)+ Card(INQONM)

13
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Por tanto:

29=Card(1)+16+15-1-6-5+1=> Card(1)=29-16-15+1+6+5-1=9 como se puede comprobar en

el siguiente diagrama de Venn.

M

b) Un matematico, 2 ingenieros, 2 ingenieros y quimicos y 2 con las tres titulaciones.
¢) Dos quimicos no ingenieros ni matematicos, 3 matematicos y quimicos, 2 ingenieros y matemati-

COS.

1.10.- Comprobar que el condicional p — ¢ es la misma proposicion que p v gy también que la
proposicion g — py, por tanto, las tres proposiciones son equivalentes.

Solucion

Construimos las tablas de verificacién, comenzando por las proposiciones simples que las
componen, p y g. Como una proposicion solo puede ser verdadera o falsa, pero no ambas cosas a la
vez, todos los casos que se pueden dar de las dos proposiciones simples estan indicados en las cuatro

filas siguientes.

Por la definicion de condicional, este es verdadero siempre que no sea verdadero el antecedente
y falso el consecuente, esto significa que si el antecedente es verdadero para que lo sea el condicional
también lo tiene que ser el consecuente, pero si el antecedente es falso entonces tanto si el consecuen-
te es verdadero como si es falso, el condicional es verdadero.

plg| P4 |\p|q|PVqg|qg—>P
V|V|V FIF |V v
V|F|F F |V |F F
FIV]|V V |F |V v
FIF|V V |V |V v

Como se observa en la tabla anterior, las tres proposiciones compuestas: p —>¢q, pvqgy ¢ —>p

tienen la misma tabla y, por ello, son equivalentes.
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Solucion

a) Como
card(EOUIUF)=

=card(E)+card(1)+card(F)—card(ENI)—card(ENF)—card(I "F)+card(ENINF)=
=50+45+45-24-21-15+5=85

No hablan ninguno de los tres idiomas: 100 —card (E I U F)= 100-85 = 15 personas.

b) card(E N F)=50-21=19 hablan espafiol y no francés.
¢) card(ENFNI1)=50-21-24+5=10 hablan espafiol pero no inglés ni francés.

d) card(Enl)+card(ENF)+card(INF)-3card(ENINF)=24+21+15-15=45 personas
solo hablan dos idiomas.

Solucion





