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PROLOGO
Matematica Educativa.
Algunos aspectos de la Socioepistemologia
y la visualizacién en el aula

En la actualidad existen diversas revistas de investigacion en Matematica Educa-
tiva en donde es posible seguir los hallazgos mas recientes en el area, que por su
caracter especializado estan restringidas a comunidades académicas especificas.

El libro que presentamos es producto de la preocupacion de diferentes investi-
gadores por difundir sus principales hallazgos a un sector mas amplio que aquel
que lee revistas especializadas. Para lograr esto los editores convocamos a di-
versos colegas de la comunidad mexicana de investigadores en Matematica
Educativa para proponer escritos que persiguieran el objetivo de introducir al
lector en la complejidad de la problematica que atiende la Matematica Educati-
va. El método sugerido por nosotros para lograr esto fue partir de la experiencia
cotidiana del profesor, para de ahi llevarlo a una reflexion sistematica producto
de la investigacion en donde son incluidas propuestas para utilizarse en el aula.
Como resultado de esta convocatoria, recibimos trabajos de colegas de diversos
posgrados o centros de investigacion en Matematica Educativa nacionales, tales
como el Departamento de Matematica Educativa del Cinvestav-IPN, y los cen-
tros de investigacion en Matematica Educativa de la Universidad Autonoma de
Chiapas y de la Universidad Autéonoma de Guerrero.

La diversidad de los escritos es producto de la variedad de los acercamientos a la
problematica de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. Tal variedad pue-
de ser agrupada en tres categorias que se corresponden con las tres partes del libro:

e La socioepistemologia de la Matematica de la variacion, que contiene
diversos acercamientos a la problematica de la Matematica de la varia-
cion y el cambio, y las explicaciones y tratamientos que la aproximacion
socioepistemologica proporciona.

XIX
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e La visualizacion y registros de representacion. En esta segunda categoria
se encontraran aquellos escritos que han centrado su interés en el papel
de la visualizacion en el aula. Y, por ultimo,

e En aspectos del lenguaje proposicional y el Algebra Lineal se encontra-
ran estudios sobre la problematica presente en el Algebra Lineal y el len-
guaje proposicional.

A continuacioén brindamos un breve recorrido por los escritos que el lector en-
contrara.

PARTE 1. La socioepistemologia de la Matematica de la variacion

En “La integral definida: un enfoque socioepistemologico”, Guadalupe Caba-
nas y Ricardo Cantoral presentan los resultados parciales de una investigacion
relacionada con una particular interpretacion de la integral definida desarrollada
en el marco de la aproximacion socioepistemologica a la investigacion en Ma-
tematica Educativa; se parte del tratamiento de la nocioén de area al nivel de
actividad en la vida cotidiana (repartir, comparar y reproducir, medir, cuanti-
ficar y conservar). Ademas describen el tratamiento escolar de la integral defi-
nida que suele ser usado en la ensefianza contemporanea, y discuten algunos
resultados de investigacion que exhiben las dificultades de los estudiantes ante
dicho tratamiento. Se presentan, ejemplos de actividades que incorporan la no-
cion de conservacion del area en construcciones vinculadas al tratamiento de
regiones geométricas planas, descritas en términos sintéticos o descritas en tér-
minos analiticos.

En “Redisernio del Calculo Integral escolar fundamentado en la prediccion”, Ger-
man Mufioz presenta algunos aspectos de la problematica de la ensefianza del Cal-
culo Integral, asi como una revision del tratamiento escolar en algunos textos de
Célculo con el fin de observar algunos efectos del discurso matematico escolar
vigente en los profesores y estudiantes. Ademas, analiza diferentes acercamientos a
la ensenanza del calculo-analisis para ubicar una vision alternativa para redisefiar el
Célculo Integral escolar a través de un andlisis historico-epistemoldgico como base
para construir un campo conceptual fundamentado en la préctica social de prede-
cir. A partir de lo anterior, el autor propone una alternativa para el tratamiento es-
colar del Calculo Integral por medio de la discusion de situaciones en el contexto
de la Cinematica y de actividades didacticas disefiadas con una metodologia deli-
neada para redisefar el Calculo Integral escolar con base en practicas sociales.
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En “Lo periodico: una revision en el marco de la Socioepistemologia”, Gabrie-
la Buendia plantea que el discurso matematico escolar ha reducido la propiedad
periddica a un equivalente con la definicion, de tal manera que el uso de esta
propiedad se limita a comprobar o aplicar una formula. A la luz de la Socioe-
pistemologia, la autora da evidencia de que todo aquello que tiene que ver con
la periodicidad en un sentido institucional, historico y cultural, conforma un
lenguaje que le da un significado 1til al conocimiento matematico. En particu-
lar, da evidencia de la relacion entre lo periddico y la practica de predecir.

En “Un estudio didactico relativo a la nocion de convergencia”, Rosa Maria
Farfan muestra resultados de investigaciones que tratan sobre el estado estacio-
nario y su estrecha relacion con el concepto de convergencia de series. Para ello
inicia exponiendo la problematica escolar y los efectos en el aprendizaje de los
estudiantes y se discute el surgimiento de la nocion de convergencia. La autora
plantea al lector una serie de interrogantes y propuestas de disefio de investiga-
cion con el &nimo de involucrarlo en el camino de la investigacion.

En el articulo de Gustavo Martinez, “Sobre la naturaleza y significados de los
exponentes. Un caso de los procesos de convencion matemdtica como generado-
res de conocimiento”, es presentado un estudio sobre la naturaleza y significados
de los exponentes dentro de la aproximacion socioepistemoldgica en Matematica
Educativa. Se mostrard que tales significados son construidos a través de un pro-
ceso de generacion de conocimiento al que se ha denominado como convencion
matematica y que surge ante la necesidad, socialmente compartida, de construir
cuerpos unificados y coherentes de conocimiento matematico (es decir, para la
integracion sistémica de conocimientos). La identificacion del proceso de con-
vencién matematica y su caracterizacion lleva a presentar una explicacion de las
diferentes respuestas de los estudiantes, relacionadas con los exponentes, y a
presentar algunas situaciones didacticas para ser exploradas en el aula.

En “La derivada y el Calculo. Una mirada sobre su ensefianza a través de los
textos y programas”, Crisdlogo Dolores Flores presenta un analisis acerca de la
ensefianza de la derivada vista desde la perspectiva de los textos mas usuales de
Célculo Diferencial y de los programas de estudio. El analisis se centra en la
formacion, tratamiento y los elementos propuestos para su fijacion o asimila-
cion. El autor parte de la premisa de que, en la ensefianza de la Matematica en
general se tratan conceptos y sus definiciones, relaciones o teoremas, procedi-
mientos y actividades (ejercicios o problemas) tendientes a la asimilacion del
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contenido. El anélisis utiliza como referente fundamental el papel de la varia-
cion en la formacion y asimilacion del concepto de derivada. Se culmina con la
deteccion de las tendencias sobre su ensefianza revisando otros documentos
bibliograficos especializados que reflejan la situacion acerca del concepto en
cuestion en el mundo. Al final se proponen varias actividades cuyo proposito es
lograr un primer acercamiento a la derivada por la via variacional.

PARTE II. La visualizacion y registros de representacion

En el articulo “Visualizacion y generalizaciones: el caso de la determinacion de
lugares geométricos”, Miguel Diaz Céardenas presenta una estrategia didactica para
la ensefianza del concepto de lugar geométrico (especificamente el caso de la para-
bola) que involucra aspectos de visualizacion a través de Geometria Dinamica, con
el proposito de provocar el cambio conceptual en los estudiantes que, de acuerdo
con el autor, es posible a través de las generalizaciones que se producen y que pue-
den sostenerse de forma mas efectiva por medio de métodos visuales con el auxilio
de un soporte computacional. La propuesta atiende las peculiaridades del pro-
ceso de formacion de conceptos y sus representaciones de acuerdo con Jungk y
Duval y se desarrolla bajo el enfoque de resolucion de problemas.

En “Una alternativa para el tratamiento de los limites lim&(x) =1y

_ 1—cos(x) ) T e . 0 X
f% — 0: una secuencia didactica”, Catalina Navarro y Ricardo Cantoral
presentan el resultado de un estudio didactico basado en una particular aproxi-
maciodn tedrica a la investigacion, una forma de abordar los limites especiales
referidos en el titulo, diferente de aquellas presentaciones que son dadas en
libros de texto de Calculo Diferencial e Integral. Los autores primero recurren a
la visualizacion de las transformaciones graficas de funciones algebraicas y a
ciertas operaciones graficas entre ellas, luego trabajan tales transformaciones y
operaciones graficas pero con funciones trigonométricas, con la intencién de
localizar caracteristicas comunes entre funciones algebraicas y funciones trigo-
nométricas. Finalmente, abordan de manera simultdnea las mismas operaciones
graficas para ambos tipos de funciones, algebraicas y trigonométricas, y se
ocupan de la suma, la resta, la multiplicacion y la division especificamente
cuando se realiza el paso al limite.

En “La Geometria Analitica: ;jcomo presentarla de manera interesante para
los alumnos de educacion media superior?”, Santiago Ramiro y sus colabora-
dores describen una situacion didactica como nota de clase sobre la elipse, ela-
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borada con la participacion de profesores de Matematicas de nivel medio supe-
rior. Los autores postulan que uno de los problemas del aprendizaje de las Ma-
tematicas que especificamente afecta a la construccion de saberes en Geometria
Analitica, consiste en las deficiencias de los alumnos para realizar una repre-
sentacion coordinada de un contenido matematico.

PARTE III. Aspectos del lenguaje proposicional y el Algebra Lineal

En “;Como propiciar el desarrollo de la habilidad para traducir enunciados
del lenguaje natural al lenguaje de la logica proposicional? Una propuesta a
partir de la Teoria de la Actividad”, Candido Manuel Juarez y José Luis Rami-
rez sostienen que el dominio de la habilidad para traducir enunciados del len-
guaje natural (LN) al lenguaje de la logica proposicional (LP) es un elemento
esencial para la comprension de la modelacion de enunciados argumentativos,
es decir, en la formalizacion de argumentos. Esta habilidad también se hace
patente en temas relacionados con la representacion del conocimiento, la espe-
cificacion de datos, las bases de datos relacionales, particularmente en el area
de Ciencias de la Computacion, y en general en el desarrollo de la habilidad
para leer un texto matematico. Los autores presentan una propuesta para propi-
ciar el desarrollo de la habilidad para traducir enunciados del LN a férmulas
bien formadas (FBF) de la LP. La propuesta se inscribe en el marco conceptual
de la Teoria de la Actividad y surge como una alternativa a los problemas ob-
servados en los cursos de Logica, Matematicas Discretas e Inteligencia Artifi-
cial cuando se le pide al estudiante que haga la traduccién de enunciados del
LN al lenguaje de la LP.

En “Diseiio de actividades: ejemplos de Algebra Lineal”, Asuman Oktag, Car-
los Garcia y Carina Ramirez sostienen que el disefio de actividades y preguntas
es una parte importante del trabajo cotidiano del docente de Matematicas y que,
para salirse de los problemas estandares y para construir situaciones interesan-
tes que pueden proporcionar informacion acerca del proceso de aprendizaje de
los estudiantes, se necesita considerar criterios que se relacionen con diferentes
propositos didacticos. En este trabajo los autores presentan una clasificacion de
actividades con ejemplos que pueden ser utiles a los profesores, enfocandolos
en el tema de Algebra Lineal.

Los editores
Chilpancingo, Guerrero
Septiembre de 2005
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La derivada y el Calculo.
Una mirada sobre su enseiianza
por medio de los textos y programas

Crisélogo Dolores Flores'

RESUMEN

En este capitulo se presenta un analisis acerca de la ensefianza de la derivada vista
desde la perspectiva de los textos mas usuales de Calculo Diferencial (CD) y de los
programas de estudio. El analisis se centra en la formacion, tratamiento y los ele-
mentos propuestos para su fijacion o asimilacion. Se parte de la premisa de que en
la ensefianza de la Matematica, en general, se tratan conceptos y sus definiciones,
relaciones o teoremas, procedimientos y actividades (ejercicios o problemas) ten-
dientes a la asimilacion del contenido. El andlisis utiliza como referente fundamental
el papel de la variacion en la formacion y asimilacion del concepto de derivada. Se
culmina con la deteccion de las tendencias sobre su ensefianza revisando otros do-
cumentos bibliograficos especializados que reflejan la situacion acerca del concep-
to en cuestion en el mundo. Al final se proponen varias actividades cuyo proposito
es lograr un primer acercamiento a la derivada por la via variacional.

Palabras clave: derivada, ensefianza, textos y programas, variacional.

1. INTRODUCCION

Para caracterizar la ensefianza de la derivada en el bachillerato de la region y el
papel que en ella juega el estudio de la variacion, a continuacion se presenta un
andlisis sobre los textos y los programas. Para facilitar el analisis, el contenido de
los textos fue clasificado en conceptos, relaciones y procedimientos en el sentido
como se conciben en Jungk (1985). Entre los primeros se incluyen los conceptos

! Centro de Investigacion en Matematica Educativa, UAG. Chilpancingo, Guerrero, México.
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mas importantes y se revisa de ellos la naturaleza de sus definiciones, la secuencia
en que estan ordenadas y su relacion con el estudio de la variacion. En cuanto a las
relaciones, se revisa cudles son los teoremas, propiedades y reglas mas importantes
que los autores proponen como elementos precedentes al tema de derivada y el
concerniente a este mismo concepto. En lo que se refiere a los procedimientos, se
indaga qué habilidades se pretenden desarrollar con los ejercicios y problemas
planteados y qué relaciones guardan éstas con los problemas de la variacion.

En el mercado existen decenas de libros de texto de Calculo, sin embargo la revi-
sion que aqui se presenta fue realizada a los textos de uso frecuente en el bachi-
llerato de la region. Su seleccion fue determinada con base en cuatro criterios: los
que con mas frecuencia se citan en los programas oficiales de los tres subsistemas
de educacion media superior en el estado de Guerrero, los que con mayor fre-
cuencia fueron citados en una encuesta realizada exprofeso a 9 profesores de
Célculo y a 183 estudiantes de las escuelas preparatorias de la UAG en el afio de
1990, los que mayor demanda comercial tienen en el medio y los que invaria-
blemente se encuentran disponibles en las bibliotecas. Bajo estos criterios, se
seleccionaron los textos Calculo Diferencial e Integral de W. A. Granville, el de
A. Anfossi y M. A. Flores Meyer, el de F. Jr. Ayres y el de M. Santal6 y V. Car-
bonell. Por otro lado, siguiendo un esquema parecido al utilizado en el analisis de
los textos, se hace un analisis sobre el enfoque, objetivos y contenidos que decla-
ran los programas de CD del nivel medio superior del estado de Guerrero. Para
ampliar el panorama se consultaron tres trabajos de corte curricular que atafien a
22 paises iberoamericanos, a 13 paises de la Comunidad Europea, de Hungria, de
Japon y de los Estados Unidos de Norteamérica.

2. CONCEPTOS PRECEDENTES A LA DERIVADA EN LOS
TEXTOS

Se considera que los autores tratan tal o cual concepto, si €stos son anunciados en los
capitulos o temas y se dan sus definiciones correspondientes. Bajo estas premisas los
textos revisados invariablemente presentan los conceptos de: variable, funcion, limite
y continuidad, antes de introducir el concepto de derivada (ver Tabla 1).

El concepto de variable en el texto de W. A. Granville se define como una can-
tidad a la que se le puede asignar, durante el curso de un proceso de analisis,
un numero ilimitado de valores, las simboliza con las ltimas letras del alfabe-
to, en cambio a aquéllas que su valor se mantiene fijo les denomina constantes.
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Anfossi/F. Meyer no da una definicion explicita, sino que mencionan que en las
investigaciones matematicas intervienen dos clases de cantidades, unas que son
constantes y otras que son variables.

Tabla 1. Conceptos precedentes a la derivada en los textos.

ANFOSSI/ SANTALO/
W. GRANVILLE F.JR. AYRES
F. MEYER CARBONELL
= Variable y = Variable y » Niimeros reales . Rela.crlon y
constante constante funcion
= Intervalo = Funcién = Valor absoluto = Variable

= Variacion
continua

Funcion algebrai-
cay trascendente

= Intervalos

= Dominio e inter-
valo de variable

= Funciones

= Funcion entera y
fraccionaria

= Funcidén de
una variable

= Constantes abso-
lutas, parametros

= Variable dependien-
te e independiente

Funcién explicita
e implicita

= Sucesion infinita

= Limite de
una sucesion

= Limite de = Funcion simple = Limite de = Limite de
variables y compuesta sucesiones una funcion
o . = Limite por la .,
= Limite de = Funcion de fun- p = Funcion
-, S derecha y por la .
una funcion cion e inversa S continua
izquierda
., . = Funciones = Limite de una .,
= Funcion continua o .y = Funcion
. . logaritmicas y funcién (los e y . .
y discontinua . discontinua
circulares los )
= Continuidad (dis-
= Limites infinitos = Limite = Funcion continua continuidad) en

un intervalo

= Infinitésimo

= Funcién continua
y discontinua

= Funcion
discontinua

= Incrementos

Series (conver-
gente, divergente,
armonica,
alternante)

El numero e
como limite de
una suma

= Logaritmo
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El término cantidades puede ser motivo de ambigiiedades y causar confusiones
en los estudiantes dado que en la practica generalmente se les relaciona con
numeros estables y por tanto no admiten un niimero ilimitado de valores; tam-
bién la definicion dada por W. A. Granville tiene sus inconvenientes ya que
existen variables que no necesariamente admiten un nimero ilimitado de valo-
res. Santald/Carbonell y F. Jr. Ayres dan definiciones de corte conjuntista: el
primero establece que una variable es la totalidad de elementos de un conjunto
que se le representa con una letra, esta definicion es evidentemente erronea
pues la variable es el simbolo que representa a un elemento arbitrario del con-
junto y no a la totalidad de ellos; en el segundo caso la definicion es menos pro-
blematica y es referida a intervalos de la recta real, son denotados como a<x<b en
donde el simbolo x es la variable que representa un nimero cualquiera del
conjunto de numeros reales comprendidos entre las constantes a y b.

El concepto de funcion en los textos de W. A. Granville y Anfossi/F. Meyer se
define como la relacion entre dos variables, de modo que la variable dependien-
te y es designada como funcion de la variable independiente x, aunque W. A.
Granville establece su existencia cuando el valor de la primera queda determi-
nada si se da un valor a la segunda, y Anfossi/F. Meyer introduce la propiedad
de correspondencia uno a uno. En el mismo sentido esta planteada en el resto
de los textos, con la diferencia de que Santald/Carbonell primero define el con-
cepto de relacion y a la funcion la define como un caso particular de aquélla.
Todos estos textos plantean las definiciones de variable y funcion para luego
dar escasos ejemplos de la Geometria o de la Fisica para ilustrar el significado
de las variables. No se explotan la relacion entre los fenomenos de la variacion
y el concepto de funcion como modelos que los describen en F. Jr. Ayres, so-
lamente se resuelven a manera de ejemplo dos problemas asociados a la varia-
cion, uno sobre areas y otro sobre volumenes, de los que se extraen las funcio-
nes. Todo indica que la pretension de los autores es estudiar estos conceptos en
el contexto puramente matematico y buscarle algunas interpretaciones practicas
pero sélo como complemento, sin explotar el origen que estos conceptos tienen
en la modelacion de los fendomenos de la variacion.

El concepto de limite es definido en todos los textos revisados a la usanza de
Weierstrass aunque con algunas diferencias en cuanto a terminologia. Esen-
cialmente plantean:

Se dice que l@ f(x)=4 si dado un ¢ tan pequefio como se quiera
existeun?)talxqu%si0< |x-al|<d severificaque 0<|f(x)-4|<e€.



173

La derivada y el Célculo...

Mayoritariamente la definicion estd motivada por cuestiones intramatematicas,
en especial por el analisis del comportamiento de algunas sucesiones. Particu-
larmente, Anfossi/F. Meyer lo introduce por medio del célculo del area de un
cuadrado inscribiendo sucesivamente otros cuadrados de menor tamarfio; este
problema conduce al calculo del limite de una serie. El estudio de sucesiones
convergentes es utilizado por casi todos los textos con el fin de explicar que la
idea de limite esta asociada a la idea de aproximacion hacia un valor fijo y que
este valor, no necesariamente es un término de la sucesion. Particularmente
Santald/Carbonell y F. Jr. Ayres introducen la idea de limite analizando suce-
siones del estilo 2.5, 2.9, 2.99... F. Jr. Ayres agrega algunas propiedades de los
limites laterales. Todos los textos analizados trabajan s6lo la continuidad pun-
tual y la relacionan con los graficos que no presentan saltos o huecos después
de dar una definicién formal. W. A. Granville considera como condicion sufi-
ciente para la continuidad, que el limite y el valor de la funcion sean iguales en
el punto. Anfossi/F. Meyer también utilizan el concepto de limite para definir la
continuidad, bajo la condicion de que para un incremento sumamente pequefio
de la variable independiente le corresponda un incremento también sumamente
pequefio a la variable dependiente, aunque en la parte de observaciones la defi-
ne como lo hace F. Jr. Ayres. Este altimo y Santald/Carbonell, plantean que,
una funcién f'es continua en xo si:

I)  estadefinida f{xo),
I iste el limite /i,
) existee 1m1exlir>13€ f(x)y

M)  lim f(x)=fxo).
X=X,
Por lo general, en los textos se ejemplifica la continuidad o discontinuidad uti-
lizando las gréaficas de funciones del estilo: fix)=1/x y g(x)=(x* - 4)/x - 2),
haciendo notar sus interrupciones. Tanto el concepto del limite como el de con-
tinuidad no son introducidos a partir de la necesidad de explicar los fendmenos
de la variacion, mas bien son estudiados por la Matematica misma.

3. RELACIONES Y OPERACIONES PRECEDENTES

De los textos revisados, solamente F. Jr. Ayres en el primer tema, Variables y
Funciones, hace referencia a algunas propiedades de las desigualdades, éstas las
utiliza para representar intervalos de variacion. En cuanto a funciones, sélo
Santald/Carbonell trabaja algunas propiedades de las funciones y sus graficos,
caracteriza su crecimiento, decrecimiento, sus puntos maximos o minimos,
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intervalos donde es negativa, positiva, etc. No se da en los textos una justifica-
cion formal para la operatoria de funciones. Previo a la derivada, todos los tex-
tos establecen los teoremas basicos del algebra de los limites y agregan los cri-
terios para calcular limites que conducen a formas del tipo 0/0, w/0. So6lo An-
fossi/F. Meyer introduce los limites especiales:

. sen x . tanx , m
lim =1, Ilim =, Im (1+—) =e
x—=>0 x x—>0 x M—>00 m

Y establece algunas condiciones para la convergencia de sucesiones; al tratar al
limite se inicia el estudio de las series y relaciona los limites de €stas con su
convergencia. También en el tema de limites, W. A. Granville presenta algunos
teoremas relativos a los infinitésimos que no los utiliza para definir la derivada.
En cuanto a la continuidad, el libro de F. Jr. Ayres plantea tres de las propieda-
des (teoremas) de las funciones continuas, fundamentalmente las que sustentan
la existencia del valor nulo y de valores maximos o minimos de este tipo de
funciones.

En cuanto a los procedimientos, W. A. Granville propone solo dos bloques de
gjercicios en los que pide demostraciones que no son tales, ya que sélo requie-
ren transformaciones algebraicas y calcular limites. Mayor cantidad de ejerci-
cios proponen el resto de los textos, en general proponen los relacionados con
la evaluacion, clasificacion, graficacion, determinacion del dominio, calculo de
limites y determinacion de continuidad de funciones algebraicas. A diferencia
de Anfossi/F. Meyer, plantea ejercicios sobre composicion de funciones, con-
vergencia o divergencia de series y el calculo de limites de funciones trascen-
dentes. Es notorio que solo Santald/Carbonell plantean un bloque de ejercicios
en donde se pide analizar funciones simples a partir del examen visual de sus
graficos. A excepcion de F. Jr. Ayres, los textos no plantean problemas en los
que se pida al lector obtener el modelo matematico de funcion o limite; en la
mayoria de los casos los modelos (formulas de funciones) son dados por el au-
tor. Se percibe en los ejercicios y problemas propuestos en los textos, una ten-
dencia marcada hacia el uso de algoritmos, presentando muy pocos en donde se
requiere que la heuristica juegue el papel principal, la variedad es escasa y mu-
chos de ellos implican el uso repetitivo de técnicas preestablecidas, practica-
mente todos ellos son de corte intramatematico y no se plantean problemas
relacionados con la variacion fisica.
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4. TRATAMIENTO DEL CONCEPTO DE DERIVADA

El tratamiento de la derivada en los textos sigue, casi invariablemente, la se-
cuencia: incrementos, limite del cociente incremental cuando el incremento de
la variable independiente tiende a cero, notacion, regla general para la deriva-
cion e interpretacion geométrica (ver Tabla 2). Todos definen a la derivada
practicamente en los mismos términos:

La derivada de una funcién es el limite de la razon del incremento de la
funcion al incremento de la variable independiente cuando éste tiende a
cero, en simbolos:

S A f(x)
m =
Ax—0 Ax

Ny
lim —
Ax—0 Ax

Siempre que este limite exista.

Tabla 2. Contenidos relativos a la derivada.

das por medio de

ANFOSSI/ SANTALO/
W. GRANVILLE F. JR. AYRES
F. MEYER CARBONELL
Cociente de
Incrementos Incrementos Incrementos .
ncrementos
Comparacmn de Derivada Derivada Derivada en un
incrementos punto
Derivada de Opergcmqe;s para Calp ulo de Funcion derivada
una funcién la derivacion (regla | derivadas (regla y notaciones
de los 4 pasos) de los 4 pasos)
Calculo de deriva- Obtenci6n de
Notacion para Interpretacion la funcion derivada

derivadas la regla general geométrica y fisica | (regla de los 4
pasos)
Regla general Representacion .
gla gener preser Derivadas
de derivacion (regla | geométrica de la .
. sucesivas
de los 4 pasos) derivada

Célculo de Aplicacion (obten- ,
. 2 . Reglas y formulas
derivadas (regla cion de ecuaciones S
de derivacion
los 4 pasos) de tangentes)
Interpretacion Interpretacion
geométrica geométrica
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En la mayoria de los textos, el concepto de derivada es introducido por medio
de un ejemplo especifico en donde se utilizan las aproximaciones numéricas de
los incrementos, de modo que se analiza la sucesion de cocientes Ay/Ax cuan-
do al Ax se le asignan valores muy proximos a cero. El uso de las aproxima-
ciones numéricas es muy escaso en el texto de F. Jr. Ayres. En W. A. Granville,
una vez que construye la definicion de derivada, la detalla paso a paso para dar
lugar a la regla general de derivacion, después propone 29 ejercicios en donde
se pide calcular la derivada de igual nimero de funciones por medio de la regla
general, y finalmente da la interpretacion geométrica. El texto de Anfossi/F.
Meyer sigue practicamente la misma secuencia, so6lo que la interpretacion geo-
métrica se presenta después de la regla de los cuatro pasos (ver Tabla 2).

Mas tardiamente dan la interpretacion geométrica dado que para llegar a ella le
preceden la regla de los cuatro pasos y las formulas basicas de derivacion. En
general, el tratamiento que los textos le dan a la derivada no es motivado por el
estudio de los fendmenos de variacion o por partir del problema de las tangen-
tes, la mayoria utilizan introducciones de corte numérico y en lo analitico se
reduce al trabajo algebraico con los incrementos al aplicar la regla de los cuatro
pasos. La interpretacion geométrica es planteada después de la definicion y ésta
consiste en considerar a la derivada como la pendiente de la tangente a la grafi-
ca de la funcidn, la relacion con los problemas de la variacion fisica son trata-
dos hasta el capitulo dedicado a las aplicaciones. Para la asimilacion del con-
cepto de derivada, la mayoria de estos textos plantean ejercicios de obtencion de
derivadas mediante la regla de los cuatro pasos, la obtencion de pendientes de cur-
vas y tangentes, la determinacion de ecuaciones de tangentes y normales y el
calculo del angulo de interseccion entre dos curvas. Solamente F. Jr. Ayres, en
la parte tanto de problemas resueltos como de problemas propuestos, plantea un
ejercicio en donde se requiere del calculo de la velocidad media y de la veloci-
dad instantanea.

En resumen, antes de arribar al concepto de derivada, todos los textos revisados
tratan los conceptos de variable, funcion, limite y continuidad, aunque con lige-
ras variantes. Si se atiende al rigor matematico, éste es mas acentuado en los
textos de Santald/Carbonell y F. Jr. Ayres, en ellos se definen los conceptos
basicos en términos conjuntistas (o por medio de los € y 8 en el caso del limi-
te en F. Jr. Ayres), mientras que en los otros se utilizan las cantidades y las
magnitudes. Si se atiende a la cantidad de contenidos previos, éstos son mucho
mas abundantes en el texto de Anfossi/F. Meyer, particularmente cuando se
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trata el tema de las funciones y los limites; el tratamiento de los contenidos
previos a la derivada es mas sucinto en W. A. Granville. Mayoritariamente los
textos trabajan con funciones algebraicas polindmicas, racionales e irracionales
a excepcion de Anfossi/Flores, quienes hacen un tratamiento muy amplio sobre
diversas clases de funciones. El tratamiento del concepto de derivada en los
textos revisados se cifie a la secuencia: incrementos, limite del cociente incre-
mental cuando el incremento de la variable independiente tiende a cero, nota-
cion, regla general de derivacion y, por ultimo, su interpretacion geométrica. En
su mayoria, este concepto es generado mediante aproximaciones numéricas
para explorar el limite del cociente Ay/Ax cuando a Ax se le asignan valores
muy proximos a cero (aunque en los problemas propuestos no se plantea nin-
gun ejercicio de esta naturaleza), luego se trabaja con la regla de los cuatro pa-
sos para calcular derivadas, finalmente se plantean problemas relacionados con
las tangentes, las normales y el angulo de interseccion entre dos curvas. Sola-
mente F. Jr. Ayres propone un ejercicio sobre velocidades instantaneas, en el
resto, algunos problemas de este tipo son planteados hasta en el tema de las
aplicaciones.

5. LA DERIVADA EN LOS TEXTOS TRADICIONALES

Utilizando los textos aqui revisados, dificilmente los estudiantes podran com-
prender la esencia del concepto de derivada. En aras del predominio de cierto
rigor matematico (malogrado en algunos) y su empefio acentuado en el apren-
dizaje de algoritmos, omiten las relaciones claves que este concepto tiene con la
variacion. En estos textos las motivaciones y el tratamiento de los conceptos
basicos del CD y en particular de la derivada, siguen una /inea de corte intra-
matematico, de modo que son presentados como conceptos abstractos que pare-
cen tener existencia solo dentro de la misma Matematica. Si acaso se relacionan
con la realidad es para exponer ejemplos esporadicos muy puntuales que pronto
son relegados u omitidos.

Todo indica que los textos sacrifican el desarrollo de ideas y significados varia-
cionales de los conceptos basicos del Calculo imponiendo el predominio del tra-
bajo algoritmico. Todos plantean la interpretacion geométrica de la derivada co-
mo complemento o como parte de las aplicaciones, pero ésta es so6lo una forma
de interpretarla y ademas en cierto sentido esconde su naturaleza variacional.
Mediante las ideas de la variacion, particularmente de la rapidez de la variacion,
se puede hacer patente la esencia de este concepto. Con la interpretacion geomé-
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trica la variacion queda escondida, tanto la pendiente de la tangente como su in-
terpretacion geométrica da idea de algo estatico, en cambio la derivada es un
concepto dindmico. Dindmico en el sentido de que cuantifica el cambio y lo
cuantifica de una manera muy especial, proporcionando un indice o razén de
cambio, bien en un punto o en todo un intervalo. En la cuantificacion del cambio
encuentran su razon de ser los conceptos basicos del Calculo (y por supuesto, la
derivada), por eso muchos matematicos suelen caracterizar al Célculo y al Anali-
sis Matematico en general, como la Matematica del cambio. Los textos usuales
estan muy lejanos de reflejar esta caracteristica fundamental del Célculo.

Por otro lado, para llegar al concepto de derivada los textos recorren un largo
camino, dado que la asumen como un limite especial existente solo para las
funciones continuas, esto exige el establecimiento de toda una cadena de defini-
ciones previas de conceptos involucrados en la definicion. Esto obliga a definir
previamente el limite y la continuidad, a establecer sus propiedades, pero éstos
a su vez estan definidos en términos de numeros reales y asociados a las fun-
ciones, por eso se hace necesario definirlos también y estudiar sus propiedades.
Si este volumen de contenidos es llevado al aula cabe entonces preguntarse:
(Tiene sentido hacer que los estudiantes recorran este camino tan largo para
arribar a la derivada? Los textos revisados seguramente se ajustaron a ciertas
condiciones de desarrollo de la ensefianza del Calculo y quizé se sujetaron a
ciertos programas preestablecidos. Pero de cualquier manera parece que este
recorrido es innecesario por varias razones, y una de las mas inmediatas esta
relacionada con el tiempo oficial otorgado al curso de CD. Por tal razén, los
profesores frecuentemente dicen que no les dio tiempo para siquiera llegar al
concepto de derivada pues la mayor parte del tiempo se les consumié en el tema
de las funciones y los limites. Hace falta disefiar nuevos materiales que colo-
quen a las ideas de la variacion y el significado fisico de los conceptos del Cal-
culo, en especial de la derivada, como los elementos centrales de este curso y
que, a partir de las necesidades determinadas por la explicacion, modelacion y
prediccion de los fendémenos de la variacion, se simplifique y determine el con-
tenido pertinente.

6. LA DERIVADA Y EL CALCULO DIFERENCIAL EN LOS
PROGRAMAS

En el estado de Guerrero, los estudiantes del nivel medio que realizan estudios
de bachillerato lo hacen en tres tipos de planteles: los que dirige directamente la



179

La derivada y el Célculo...

Secretaria de Educacion Publica a través de la Direccion General de Educacion
Tecnolégica Industrial (DGETI)? o de la Direccion General de Educacion Tec-
nolégica Agropecuaria (DGETA)’; en los planteles del Colegio de Bachilleres
(COBACH) que dirige el Gobierno del Estado; y en las escuelas preparatorias
que dependen de la Universidad Auténoma de Guerrero. En este Estado, y en el
resto del pais, la educacion media superior se ofrece después de la educacion
media bésica (secundaria), y orienta los estudios hacia tres alternativas: la pro-
pedéutica, la terminal y la bivalente. La primera encauza a los estudiantes hacia
las licenciaturas, la segunda hacia el trabajo técnico de produccion o de servi-
cios y la tercera hacia ambas finalidades. En los bachilleratos de la primera y la
tercera opciones generalmente se incluye el estudio del CD, el subsistema
DGTI lo incluye en el 4° semestre, el COBACH y algunas preparatorias de la
UAG en el 5°. Segtin el Diagnostico para la Modernizacion de la Educacion en
el estado de Guerrero, en el afio escolar 1989-90, las preparatorias de la UAG
atendian el 49% de la poblacion escolar total del nivel medio superior y, entre
los Colegios de bachilleres y planteles dirigidos directamente de la SEP, atendi-
an el 30%. En términos de poblacion escolar, resulta representativo un analisis
de los programas de estos subsistemas y se puede obtener de ¢l informacion
sobre la ensefianza de la derivada y el CD en las escuelas del nivel medio supe-
rior del estado de Guerrero.

En virtud de que los programas analizados unicamente declaran objetivos y
contenidos (uno de ellos agrega actividades de aprendizaje), solo se puede ob-
tener de ellos un panorama general acerca de como sugieren sea tratado el CD y
la derivada. En cuanto al enfoque del contenido y los objetivos generales, los
programas de DGETI y el COBACH plantean un tratamiento del CD en forma
intuitiva e informal, reconocen su relacion con los problemas de la Fisica y la
Geometria, por lo que se sugiere relacionar los contenidos con problemas de la
realidad. En el segundo programa se declara a las funciones como el eje organi-
zador de los contenidos en tanto que el primero (dado el caracter tecnologico de
los bachilleratos a los que se dirige) destaca las aplicaciones tecnologicas del
CD y no declara ningtin nucleo orientador. En los programas de las preparato-
rias de la UAG no encontramos ninguna alusion al enfoque ni a la concepcion
general del curso. En los objetivos generales declarados en los programas del

% Que dirige a los centros de estudios tecnolégicos industrial y de servicios (CETis), los centros de bachillerato
tecnologico industrial y de servicios (CBTis) y los centros de estudios tecnologicos del mar (CET mar).

* Que dirige a los centros de estudios tecnolégicos agropecuarios (CBTA) y a los centros de estudios tecnoldgicos
forestales (CBTF).
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COBACH vy de la UAG (ver Tabla 3) se declara el adquirir o comprender el
concepto de derivada y en el de DGETI se perciben inclinaciones marcadas
hacia el trabajo algoritmico y no se hacen referencias a la comprension de este
concepto. De una revision global a los citados programas se aprecia que las
pretensiones son que los estudiantes profundicen mas sobre funciones, que se-
pan derivar y que puedan aplicar la derivada a problemas de méximos y mini-
mos, aunque en los programas de la UAG so6lo se declara que los alumnos
comprendan el concepto de derivada y puedan derivar funciones.

Tabla 3. Objetivos generales que declaran los programas de Calculo Diferencial.

PROG OBJETIVOS OBJETIVOS
) GENERALES ASOCIADOS
Explicar a las funciones como
un modelo que representa un
Desarrollar la habilidad de reconocimiento | problema real d? dependencia
D de la dependencia entre una magnitud con | entre dos magnitudes.
G respecto a otra (funciones).
E Utilizar los algoritmos de deri-
T La habilidad de mecanismos de calculo vacion en funciones algebraicas
que le permitan analizar situaciones entre | ¥ trascendentes.
[ la dependencia, entre variantes y relacio-
nes de comportamiento de la variacion. Resolver problemas practicos
que impliquen el uso de la
derivada y la diferencial.
...que el estudiante amplie y profundice el
estudio de las funciones a partir de su
C clasificacion, su representacion grafica y
los conceptos de continuidad y limite,
0 asimismo partir de problemas de velocidad
B instantanea de un movil o de pendiente de
A la recta tangente a una curva, el estudiante
C adquirira el concepto de derivada y deriva-
n ra funciones algebraicas y trascendentes,
con lo cual podra aplicar la derivada en la
solucion de problemas concretos que invo-
lucren maximos y minimos.
U Al terminar el curso el alumno compren-
A dera lo que es “derivada de una funcion” y
podra efectuar con facilidad el proceso
G general de derivacion.
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Previo a la derivada, los programas sugieren que se estudien las funciones, sus
limites y su continuidad; posterior a la derivada sugieren el tratamiento de los
procedimientos de derivacion, las aplicaciones de la derivada al andlisis de fun-
ciones y la resolucion de problemas de optimizacion. En cuanto a relaciones,
proponen estudiar las propiedades de funciones algebraicas y trascendentes y de
sus graficos, asi como las operaciones basicas con ellas. Los teoremas sobre el
algebra de los limites son de estudio obligado seglin los programas; respecto a la
continuidad en ningln programa se sugiere ir mas alla de la elemental asociacion
entre este concepto y las graficas de funciones que no presentan rupturas. En
cuanto a los procedimientos, los programas generalmente sugieren que los estu-
diantes deben ser capaces de clasificar funciones, que puedan representarlas gra-
ficamente y realizar las operaciones basicas con ellas, solamente en el programa
del COBACH se pretende ademas que puedan realizar analisis de los graficos de
funciones, a excepcion de uno de los programas de las preparatorias de la UAG
(el aprobado en 1981)* se sugiere que los estudiantes puedan calcular limites, en
especial los que conducen a las formas indeterminadas. El contenido previo a la
derivada en el programa homologado de CD avalado por la Coordinacion de
Educacion Media Superior de la UAG (CENMSUAG) es practicamente el mis-
mo que el sefialado por los demds programas, aunque se nota cierta tendencia
hacia una estructuracion mas formal desde el punto de vista matematico, ya que
se agrega la relacion entre el limite y la continuidad no contemplada en el resto
de los programas. En este programa no se declaran objetivos, en cambio aparece
un apartado titulado descripcion del programa donde se hace una serie de reco-
mendaciones puntuales para tratar el contenido. Los objetivos generales del curso
se encuentran en el Plan de Estudios 1995, en este documento se fusionan los
contenidos de los programas homologados de junio de 1994 (el de CD y el de
Célculo Integral). Los objetivos generales alli declarados se centran en consolidar
el manejo y aplicacion del concepto de funcion, en que los estudiantes compren-

* En practicamente toda la década de los 90, se trabajé con dos planes de estudio distintos dentro de las escue-
las preparatorias de la UAG. En uno de ellos el programa de Célculo Diferencial estd propuesto para el 5°
semestre (aprobado en 1974), su estructura consta de tres apartados: Funciones y Limite, Derivadas y Méxi-
mos y Minimos. En ¢él no se declaran objetivos a alcanzar, no se declaran expresamente los contenidos ni
mucho menos lineamientos didacticos, mas bien son una especie de notas en las cuales se dan una serie de
definiciones y procedimientos. En lo que concierne a la derivada, las notas siguen la secuencia: incrementos,
cociente incremental, limite del cociente incremental, reglas de derivacion para funciones de la forma y = mx
+b, de sumas, productos, cocientes de funciones y de funciones de la forma y = x", y finalmente su interpre-
tacion geométrica y aplicaciones al calculo de velocidades y aceleraciones. En el afio escolar 1995-1996 se
pretendi6 introducir nuevos planes y programas de estudio; hasta nuestras manos ha llegado un ejemplar del
Programa Homologado de Calculo Diferencial y el de Calculo Integral fechados en Junio de 1994, y el Plan
de Estudios 1995. Finalmente en el afio de 1999 se pone en operacion el nuevo plan de estudios generado por
los trabajos precedentes ya citados.
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dan y manejen el concepto de derivada, que desarrollen habilidades en el calculo
de derivadas e integrales y que puedan aplicar el Célculo Diferencial e Integral en
la resolucion de problemas practicos.

Tabla 4. Objetivos que declaran los programas de calculo diferencial relativos a la derivada.

DGETI COBACH PREPARATORIAS
UAG
Interpretar la razon de Por medio de los proble- El alumno interpretara
cambio promedio como mas de velocidad instan- graficamente el concepto
una rapidez de variacion. tanea de un movil o pen- de derivada.

diente de la recta tangente
a una curva que concep-
tualice y obtenga la defi-
nicion de derivada.

Interpretar la rapidez de Utilice la definicion deri-
variacion instantanea como vada en la derivacion de

el limite de la rapidez de funciones polinomiales y
variacion en un punto. obtenga algunas férmulas

y reglas de derivacion.

Analizar bajo qué condi-
ciones una funcién es
derivable.

v
ACTIVIDADES DE
APRENDIZAJE

Mediante ejemplos propuestos, discutir los conceptos de incremento correspondiente a
una funcion y razén de cambio promedio.

Aplicando el concepto de limite, interpretar geométricamente a la razén de cambio
promedio como la pendiente de la tangente en un punto, cuando el incremento de la
variable independiente tiende a cero.

Mediante una investigacion bibliografica distinguir entre las diferentes formas de nota-
cion utilizadas para la definicion de la derivada en un punto.

Extender el concepto de derivabilidad de una funcion en un punto a un intervalo de su
dominio.
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En el programa de DGETI (ver tabla 4) se plantea como objetivo interpretar el
concepto de derivada mediante las razones de cambio promedio y de las ideas
de rapidez de la variacion, para arribar a la rapidez de variacion instantanea
como un limite especial. En las actividades de aprendizaje se plantea discutir el
concepto de incremento e interpretar la rapidez instantanea como la pendiente
de la tangente en un punto; por ultimo sugiere la investigacion de las notaciones
para derivadas y la extension de derivada en un punto a un intervalo. En el pro-
grama del COBACH se pretende una introduccion mas /ibre, dado que el obje-
tivo sugiere presentarla a través de los problemas de las velocidades instanta-
neas o bien por la via de las tangentes para después obtener algunas formulas de
derivacion aplicando su definicion. En el caso del programa de las preparatorias
de la UAG (el aprobado en 1981) s6lo se menciona que el alumno debe inter-
pretar geométricamente la derivada. El programa homologado de Célculo Dife-
rencial de la CENMSUAG sugiere tratar la derivada en varias formas, como
pendiente de tangentes o como razon de cambio, después recomienda el trabajo
con los cocientes de incrementos abriendo la posibilidad de usar los infinitesi-
males, luego la derivada como funcion para después calcular muchas deriva-
das, y al final propone estudiar las aplicaciones. Nuevamente, en este Gltimo
programa prevalece la inclinacion de transmitir s6lo contenido matematico y
minimizar el papel que juegan las ideas de la variacion en la formacion de los
conceptos del Célculo. Ademas, de un programa nuevo se espera que supere a
sus antecesores, sin embargo, se puede constatar que carece de fundamentacion,
objetivos didacticos, de orientaciones didacticas coherentes y Procedimientos
de evaluacion, que son los elementos basicos que configuran un auténtico curri-
culo segun se acepta actualmente por la comunidad cientifica.

7. LA REFORMA CURRICULAR ACTUAL

La reforma curricular para el bachillerato tecnoldgico dirigida por la SEP por
medio del COSNET en el pais esta cifrado en tres documentos principales: El
modelo de la educaciéon media superior tecnologica, estructura del bachillerato
tecnoldgico y en los programas de estudios insertos en el documento de la refor-
ma curricular del bachillerato tecnologico. En cuanto a Matemaéticas se refiere, en
el ultimo documento citado se plantea el proposito del programa de Matematicas:

El estudiante, a partir de la apropiacion de los contenidos fundamentales
de la Matematica, desarrollara habilidades de pensamiento, comunicacion
y descubrimiento que le permitan usarlos en la resolucion de problemas
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cotidianos y ser participe del desarrollo sustentable de su entorno. Asi-
mismo proporcionar los elementos basicos de la materia requeridos por
otras areas del conocimiento.

Las asignaturas que se proponen a lo largo del bachillerato en los documentos
de referencia tienen inconsistencias (ver la Tabla 5). En el primer documento se
elimina el Célculo, en el segundo aparece en el cuarto semestre. El primer do-
cumento esta fechado en junio de 2004 y el segundo en agosto del mismo afio.
Habia pues la pretension explicita de eliminar esta parte de la Matematica esco-
lar en la formacion de los bachilleres con orientacion hacia el éarea fisico-
matematica. De concretarse la eliminacion del Calculo, se estaria, por una parte
alejando la posibilidad de una formacion propedéutica que ubicara a los estu-
diantes en condiciones de poder acceder en mejores condiciones a una educa-
cién matematica en el nivel superior. Gran parte de la Matematica superior esta
basada en los elementos sustanciales del Calculo Diferencial e Integral, quitarlo
del curriculo equivaldria a eliminar el puente entre la Matematica bésica y la
Matematica superior. Por otra parte, ese cambio curricular estaria caminando en
sentido contrario a como se orientan las tendencias curriculares en el mundo.

Tabla 5. Asignaturas propuestas para el bachillerato tecnoldgico.
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Por otro lado, sobre los propositos de la asignatura, respecto del Calculo en el
programa de estudios de Matematicas ya referido se plantea: los estudiantes
usaran los contenidos de las matematicas antecedentes en la resolucion de pro-
blemas que los conduzcan hacia los conceptos fundamentales de funcion, limi-
te, derivada e integral que les permita construir una imagen de su entorno so-
cial, cientifico y tecnoldgico. Los contenidos con los que se pretenden lograr
tales propodsitos son: funciones, tipos de funciones, limites, derivada, compor-
tamiento de la funcion e integral. Respecto a la derivada en especifico se plan-
tean los siguientes contenidos: interpretacion geométrica de la derivada, resolu-
cion de derivadas, regla de la cadena y formulas de derivacion. En la asignatura
de Matematicas Aplicadas que se propone sea impartida en el sexto semestre
del bachillerato, area fisico-matematico, se recuperan dos temas del Calculo:
aplicaciones de la derivada y aplicaciones de la integral. Los contenidos para
estos temas, tal y como aparecen en el documento son, area bajo curvas y volu-
menes de solidos de revolucion para el primero, y andlisis de funciones y rapidez
de cambio para el segundo. Aqui es evidente un error de correspondencia.

Como puede apreciarse, los contenidos curriculares en lo que al Célculo Dife-
rencial se refiere, no son muy distintos de los que tradicionalmente se han veni-
do trabajando en el bachillerato, a excepcion del intento de eliminarlo.

8. RELACION ENTRE LOS TEXTOS Y PROGRAMAS
REGIONALES

En cuanto a los antecedentes para la derivada, entre los textos usuales y lo que
declaran los programas oficiales vigentes no existen diferencias significativas,
salvo que en los programas se notan simplificaciones notorias en cuanto al vo-
lumen del contenido, y suelen recomendar un trabajo menos riguroso (matema-
ticamente hablando) con los teoremas y propiedades basicas del Célculo. En
cambio es notable que, mientras los textos sugieren una via mas numérica y
algebraica en la construccion del concepto de derivada para finalmente dar su
interpretacion geométrica, los programas sugieren como via la de las razones de
cambio o la via geométrica en su proceso de formacion. Particularmente, mien-
tras uno de los programas revisados sugiere introducir la derivada mediante la
rapidez de la variacion y las razones de cambio, para asi pasar a su representa-
cion geométrica como pendiente de tangentes, en los otros se sugiere la via
geométrica o la de las velocidades instantaneas. Esto deja al descubierto la falta
de correspondencia entre los textos usuales y las exigencias de los programas.
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Ademas, en virtud de que los programas no son lo suficientemente explicitos,
no parecen cumplir su funcioén orientadora, pues los profesores muchas veces
prefieren atenerse al texto o textos de su preferencia para impartir sus clases.

9. LA DERIVADA SEGUN LOS PROGRAMAS DE OTROS PAiSES

Para ampliar la panordmica sobre la derivada y el CD en el nivel preuniversita-
rio, se consultaron algunos trabajos de investigacion en los que se presentan
analisis del curriculo de matematicas del nivel medio. La informacion aqui ver-
tida proviene principalmente del Analisis Comparado del Curriculo de Mate-
maticas (Nivel Medio) en Iberoamérica, trabajo auspiciado por el programa
IBERCIMA; del libro National Curricula, de Geoffrey Howson, y de los Es-
tandares Curriculares y de Evaluacion para la Educacion Matemadtica de la
NCTM (National Council of Teacher of Mathematics).

En el primer trabajo se revisan los curriculos vigentes hasta 1991 de 22 paises
agrupados en cuatro regiones: paises del cono sur (Argentina, Brasil, Chile,
Paraguay y Uruguay), paises andinos (Bolivia, Colombia, Ecuador, Pera y Ve-
nezuela), paises de Centroamérica, el Caribe y México (Costa Rica, Cuba, El
Salvador, Guatemala, Honduras, México, Nicaragua, Panama, Puerto Rico y
Republica Dominicana) y los paises ibéricos (Espafia y Portugal). Aunque en
este trabajo se dejan al descubierto numerosas deficiencias que presentan los
curriculos analizados respecto de una concepcion amplia del curriculo, es posi-
ble obtener del analisis un panorama general sobre la ensefianza de la derivada
en esos paises. Seguin los analistas, predominan en los objetivos generales
de sus programas aquellos que se refieren al campo de la informacion, al campo de
las habilidades, de las estrategias generales y actitudes. Al concretarse en los
objetivos especificos solo se prioriza el aprendizaje de hechos, conceptos y
procedimientos algoritmicos; también hacen notar que el nivel de aprendizaje
requerido en casi todos los objetivos es el de aplicacioén (tanto en conceptos
como procedimientos algoritmicos) principalmente en la resolucion de proble-
mas. De los 22 paises, en 14 de ellos se plantea como materia de estudio el CD,
sobre todo para aquellos estudiantes que van para estudios universitarios en
Ciencias e Ingenieria (no se incluye en los programas de Pert, Venezuela, Cos-
ta Rica, Guatemala, Nicaragua, Puerto Rico y Republica Dominicana). Los
temas que se incluyen en el CD son las sucesiones, limites de funciones, conti-
nuidad, concepto de derivada, reglas de derivacion, puntos criticos y estudio de
funciones, aunque también se estudian previamente las funciones de variable



La derivada y el Célculo... 187

real. A pesar de que en algunos programas se sefiala que los criterios utilizados
en la seleccion de los contenidos fueron la significacion cientifica, su valor
formativo o su valor instrumental, los analistas deducen que en la mayoria de
los curriculos, la eleccion de los contenidos estuvo influenciada por la propia
organizacion logico-deductiva de la Matematica, tal como la jerarquizo y for-
maliz6 la llamada Matematica Moderna. Aunque este trabajo no describe de
manera especifica como los programas sugieren sea tratado el concepto de de-
rivada, se infiere que su tratamiento didactico no es significativamente distinto
del que presentan los textos y programas del bachillerato guerrerense.

En el segundo trabajo se revisan los curriculos de Matematicas de los paises de
la Comunidad Europea agregando los de Hungria y Japon. Segun los programas
de estos paises, el estudio del CD es obligado para los estudiantes que se prepa-
ran para hacer estudios universitarios relacionados con las Ciencias, la Ingenie-
ria o la Economia, siendo mas amplio y profundo su tratamiento en los progra-
mas para las dos primeras orientaciones. En varios paises se introducen algunas
ideas intuitivas del Calculo en el 11° grado y se amplian y profundizan en el
12°., en dependencia de la frecuencia de sesiones semanales de Matematicas,
éstas flucttian desde 2 hasta 9. No obstante la diversidad de ofertas, los progra-
mas relacionados con los principios del Analisis Matematico de estos paises,
consideran invariablemente: las funciones numéricas (algebraicas y trascenden-
tes), limites, continuidad, otros temas relacionados a funciones y el Calculo
Diferencial e Integral. En el CD incluyen el concepto de derivada, formulas de
derivacion y aplicaciones de la derivada al analisis de funciones y la obtencion
de maximos y minimos. Particularmente algunas opciones del preuniversitario
irlandés, japonés y holandés, sugieren introducir el concepto de derivada me-
diante las razones de cambio y relacionarlo con las pendientes de tangentes; en
cambio, en la mayoria de los demas paises la secuencia: limite, continuidad,
derivada e interpretacion geométrica o fisica, es casi inalterable. Es notable la
diferencia entre el tratamiento de la derivada sugerido en el programa francés y
el sugerido en el resto de los programas: en €l se le trata a partir de una funcion
lineal afin cuyo grafico mejor aproxima a una curva en una vecindad de un
punto, de modo que la derivada se define como el coeficiente del término de
primer orden de la expansion de f'en la vecindad de a paraun 4 dado.

La reforma de la ensefianza de la Matematica en Estados Unidos de Norteamérica
para la actual década se encuentra enmarcada en los Estandares Curriculares y
de Evaluacion para la Educacion Matematica, documento disefiado por la Co-
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mission on Standards for School Mathematics de la NCTM vy discutido por una
buena parte de la comunidad de profesores de Matematicas e investigadores de
ese pais. En este documento se establecen algunos criterios minimos de calidad
para la ensefianza de la Matematica como el de un curriculo, de lineamientos para
la evaluacion y los estandares. En el curriculo se detalla qué matematicas deben
conocer los alumnos y qué deben hacer los profesores para que los alumnos al-
cancen estos conocimientos. En los lineamientos para la evaluacion se trata de
medir la eficacia del curriculo y la actuacion de los estudiantes. Los estandares
son declaraciones de principios sobre qué tiene valor y qué no lo tiene en la ense-
nanza de la Matematica. En los niveles 9-12 se sugiere que el curriculo de Mate-
maticas debe incluir una exploracion informal de los conceptos del Analisis Ma-
tematico para todos los estudiantes, incluso para los futuros universitarios. Tam-
bién se sugiere que los estudiantes tengan la oportunidad de investigar, de manera
sistematica, las ideas centrales del Analisis (limite, area bajo una curva, derivada
y pendientes de tangentes y razones de cambio instantaneas) de manera que con-
tribuyan a la profundizacion de sus estructuras conceptuales sobre las funciones y
las utilicen para representar y responder a preguntas acerca del mundo real. Se
recomienda hacer énfasis en que los conocimientos del Analisis requieren de una
forma distinta de pensamiento matematico que trasciende las concepciones de los
procesos finitos hacia los procesos infinitos; ademas se sugiere que los estudian-
tes hagan exploraciones basadas en experiencias numéricas y geométricas y que
aprovechen la tecnologia de la calculadora y el ordenador. En este sentido, se
recomienda que los estudiantes puedan utilizar el ordenador para resolver pro-
blemas de optimizacion sin necesariamente calcular derivadas, investigar conti-
nuidad, asintotas, concavidad e incluso les permita intuir ideas analiticas, por
ejemplo, que la propiedad de diferenciabilidad, que en términos graficos esta
asociada a la propiedad de que las curvas posean rectitud local. Finalmente, se
sugiere que en vez de dedicar tanto tiempo a los algoritmos debe dedicarse mas
tiempo y esfuerzo a la adquisicion de estructuras conceptuales sobre las ideas
claves del Calculo y sus aplicaciones.

En resumen, de los programas de los 37 paises analizados, en 28 de ellos (el
75,6%) se incluye el estudio del CD en el preuniversitario para estudiantes que
se preparan para hacer estudios universitarios en Ciencias e Ingenieria. Aunque
con diferencias poco significativas en cuanto a contenido, todos los programas
incluyen como temas precedentes al CD, las sucesiones y las funciones, para
después tratar los limites, la continuidad y asi preparar el terreno para arribar al
concepto de derivada; después se trabaja con las reglas de derivacion y las apli-
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caciones al analisis de funciones y a la solucion de problemas sobre extremos.
Generalmente la estructura de los programas esta influida por la estructura logi-
co-formal del andlisis, aunque en trabajos recientes se empiezan a introducir
acercamientos mas intuitivos e informales, que enfocan la atencion en la com-
prension de las ideas basicas y sugieren utilizacion de la computadora como
herramienta. No obstante, en la mayoria de los documentos revisados, atn se
ven lejanas las introducciones didacticas que prioricen el significado fisico de
la derivada asociado a la rapidez de la variacion.

10. UNA VISION GLOBAL SOBRE LOS TEXTOS Y PROGRAMAS

El andlisis realizado en las paginas precedentes ha develado la falta de corres-
pondencia entre los textos usuales en la region y los programas de CD; los pri-
meros proponen una forma de introducir los conceptos basicos del Calculo y
los segundos, otra distinta. En el estado de Guerrero se siguen usando con fre-
cuencia textos editados a principios de este siglo, incluso existen programas que
no han sido modificados desde 1970. Si bien es necesario reformar los planes y
programas de estudio también lo es concretar esas reformas en nuevos textos
que introduzcan en las aulas los aportes obtenidos en las investigaciones peda-
gogicas. Desde principios de la actual década, circulos importantes de investi-
gacion sugieren que la ensefianza del CD en el bachillerato debiera priorizar la
comprension de sus conceptos basicos y disminuir la cantidad de tiempo dedi-
cado a la mera transferencia de contenidos y el aprendizaje de algoritmos.

Al igual que en los textos, los programas revisados no siguen un tratamiento
del Calculo que considere a la variacion o el cambio como eje rector del cual
se desprendan los contenidos; aunque algunos programas sefialan aspectos
puntuales sobre la variacion éstos no logran penetrar en todo el curso. Mas
bien la mayor carga de trabajo se cede al tratamiento de una gran cantidad de
contenido matematico para después buscarle algunas aplicaciones. Para con-
tribuir a la comprension de los conceptos basicos del Calculo en el bachillera-
to, los nuevos programas y textos pudieran orientar su enseflanza a partir de la
necesidad de resolver problemas de la practica, principalmente los relaciona-
dos con el movimiento y la variacion, de modo que de aqui se genere el con-
tenido minimo indispensable. En el desarrollo historico del concepto de deri-
vada la introduccion de la Matematica del Cambio fue decisiva, pero ésta a su
vez fue introducida por la necesidad de resolver los problemas generados por
el desarrollo de las fuerzas productivas alcanzado en los siglos XVI y XVII.
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De la solucion de esos problemas surgieron las estrategias seguidas por los
precursores e inventores del Célculo empefiados en darles explicaciones ra-
cionales al movimiento de los astros, al flujo de los liquidos, al movimiento
de un cuerpo impulsado, etc. De ahi nacieron las nociones de variable y fun-
cion, de ahi se generd la necesidad de la cuantificacion de la rapidez de la
variacion y el concepto de razéon de cambio instantanea. Este sendero, en
esencia, pudiera recuperar los programas y los textos para contribuir a la
comprension del concepto mas importante del CD.

11. TENDENCIAS SOBRE LA ENSENANZA DE LA DERIVADA

La orientacion que se le ha dado a la ensefianza del CD en el preuniversitario ha
sido fuertemente influida por la organizacion de los contenidos de la manera
como se les estructura en el Analisis Matematico. Sin embargo, esta orientacion
en poco ha contribuido a la comprension de las ideas basicas del Célculo. Co-
nocedores de esta problematica, varios investigadores sugieren enfoques menos
formales en los que la atencion no se centre en la mera transferencia de conte-
nidos (Gil y De Guzman 1993), sino en el desarrollo de procesos del pensa-
miento propios de la Matematica (resolucion de problemas), en el desarrollo
conceptual en forma significativa, explotando para ello las ideas intuitivas sub-
yacentes a los conceptos y su significado practico. La ensefanza de la derivada
depende, en gran parte, de la orientacion del curso de CD, en este sentido se
vislumbran dos tendencias fundamentales en donde la primacia es conferida a
la organizacion del contenido cldsico como se estructura en el Analisis Mate-
matico, para finalmente buscarle sus aplicaciones, y la otra, en la que el conte-
nido se genera mediante la necesidad de resolver problemas practicos, de modo
que los conceptos basicos se forman a partir del problema de las tangentes o de
su significado fisico. Ambas tendencias suelen manifestarse mediante ciertas
variantes que llamaré enfoques: en la primera tendencia se incluyen varios de
los enfoques tradicionales y en la segunda los enfoques innovadores. En la pri-
mera tendencia son visibles el enfoque algebraico, el numérico, el formal, el
infinitesimalista y el de la aproximacion afin local, en la segunda tendencia se
distinguen basicamente los enfoques geométrico y el variacional. Aunque sien-
do innovador el enfoque computacional, no necesariamente se ajusta a alguna
de las tendencias anteriores, sino que esta mas influenciado por el uso de los
medios electronicos en la ensefianza. No obstante merece especial atencion, ya
que recientemente esta cobrando mucho interés.
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11.1 Enfoques que priorizan la estructura del contenido

El enfoque algebraico prioriza el trabajo con los algoritmos, principalmente
con la regla de los cuatro pasos y los que se utilizan para obtener derivadas
mediante formulas. La interpretacion geométrica de la derivada en este enfoque
es relegada a un segundo plano y omite su significado fisico; el tratamiento de
la derivada sigue la secuencia: incrementos, limite del cociente incremental
cuando Ax tiende a cero, regla general de derivacion, ejercitacion con la regla
general y por ultimo la interpretacion geométrica. Los textos que han contribui-
do para que este enfoque se haya difundido y arraigado en nuestro medio son,
entre otros, el Calculo Diferencial e Integral de W. A. Granville y el de Santa-
16/Carbonell. Con este enfoque se ha difundido la creencia de que la derivada
es simplemente una férmula o una sucesion de algoritmos algebraicos carentes
de significado y alejados de la realidad.

En el enfoque numérico es caracteristico el uso abundante de sucesiones numé-
ricas, particularmente en el tratamiento del limite de funciones. Esta inclinacion
hacia las sucesiones presupone una mejor conceptualizacion del limite, por lo
que la derivada, siendo un limite particular, al introducirla mediante sucesiones
seria mas asequible a los estudiantes. En el texto de Anfossi/Flores este enfoque
es facilmente reconocible, aunque se notan inclinaciones en el Santa-
16/Carbonell; en estos textos son usuales las tablas de valores para mostrar el
comportamiento del cociente Ay/Ax a medida que Ax se hace tender a cero.
Aunque las sucesiones y las aproximaciones numéricas estan mas cercanas a la
experiencia de los estudiantes, se persiste aun en darle significado geométrico a
la derivada después de haber trabajado con los contenidos clasicos. La relacion
entre la derivada y la variacion es abordada hasta en el tema de las aplicaciones.

El lanzamiento del Sputnik por los soviéticos en 1957 tuvo gran impacto en el
mundo occidental al grado de provocar temor al rezago cientifico. Estas reac-
ciones llegaron a la educacion y por tanto se inici6 una reforma en los planes y
programas de ensefianza de la Matematica en varios paises del mundo. Esta
reforma estuvo fuertemente influenciada por la escuela francesa bourbaquista y se
concretd con la introduccion de la Matematica Moderna (Piaget, Choquet y
otros, 1983). Estos cambios empiezan a operar principalmente en Francia, lle-
gan a Estados Unidos de Norteamérica y dada la influencia que estos paises
tienen en Latinoamérica, estos cambios se aplican (sin mas) en México. Sus
manifestaciones mas importantes consistieron en la incorporacion de las estruc-
turas matematicas en los textos y programas escolares de Matematicas. En este
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marco, la formalizacion matematica, conducida por el rigor l6gico, penetra en
la Matematica escolar de la década de los 60 y por tanto el enfoque formal se
introduce en los cursos de CD. La estructura de estos cursos comprende como
primer tema el conjunto de los nimeros reales, el concepto de funciéon como un
caso particular de relaciones, la definicion del limite en términos de & y 9,
una definicion rigurosa de la continuidad por medio del limite. Una vez defini-
dos rigurosamente todos estos conceptos se plantean los teoremas y algoritmos
necesarios para llegar a la derivada y sus consecuentes formulas y reglas de
derivacion, y finalmente se proponen las aplicaciones. Estos cambios influye-
ron fuertemente en la ensefianza del Célculo en general y por ende de la deriva-
da. Los que cursaron CD guiados por el texto de W. A . Granville, pronto arri-
baron al concepto de derivada con un conocimiento minimo de elementos pre-
cedentes, pero para los que lo cursaron guiandose en textos como el de F. Jr.
Ayres, el de Taylor/Wade o con el Mazani/Patel/Patil, la derivada llegé hasta
después de haber formalizado rigurosamente los conceptos de nimeros reales,
funcioén, limite y continuidad. Los resultados no se hicieron esperar, detras del
formalismo matematico quedaron escondidas las ideas fisicas y geométricas
que generaron al concepto de derivada. Con este enfoque se exagerd en darle a
los contenidos del Calculo una estructura ldgica coherente en detrimento del
desarrollo del significado de los conceptos. Esto provoco que los estudiantes (y
maestros), al no entender los aspectos formales del Célculo, se refugiaran nue-
vamente en el mero aprendizaje de algoritmos.

Inmersos en el afan de introducir acercamientos al Calculo mas asequibles a los
estudiantes a principios de la década de los 60 con la publicacion del libro de
Robinson, Analisis no Standard, se rehabilitan los infinitesimales en la Mate-
matica y se introduce el enfoque infinitesimalista en la ensefianza del Calculo.
Uno de los primeros intentos en Estados Unidos de Norteamérica es plasmado
en Keisler (1976), Hendle & Kleinberg (1979) y en México en Cordero (1986).
En términos generales, la estructura de los contenidos basicos del Calculo en
esta tendencia son organizados mediante una especie de isomorfismo respecto
de los contenidos tradicionales. Primero se caracteriza el conjunto de los ntime-
ros hiperreales (8*), se asume que ‘R (los numeros reales) es un campo com-
pleto y ordenado y R* como una extension de R que posee la propiedad de
campo no arquimediano, los elementos de R* son llamados infinitesimales y se
definen como:

Un nimero a (a e R*) es infinitésimo si |a| < r para todo nimero real r.
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Por lo tanto un infinitamente grande (infinito) es aquel be‘R* tal que |b| > r
para todo niimero real ». Muchas operaciones sobre limites y derivadas que en
el Analisis Standard resultan altamente laboriosas, mediante los infinitesimales
se facilitan considerablemente. En virtud de que con este enfoque es posible
definir a las curvas mono6tonas como si estuvieran formadas por segmentos infi-
nitesimales, resultan plausibles las representaciones geométricas de los triangu-
los caracteristicos de Leibniz, de los cuales se desprende que la derivada es el
cociente de los diferenciales dy y dx. Varios profesores e investigadores estan
en favor de introducir los infinitesimales en la escuela, por su simplicidad, los
conceptos del Calculo pueden ser mas asequibles a los estudiantes, incluso
algunos trabajos de investigacion reportan alcances significativos con este en-
foque. Aprovechando la simplicidad de las ideas infinitesimalistas en la forma-
cion de los conceptos mediante los problemas de la variacion, pueden crearse
las condiciones que propicien la comprension del concepto de derivada.

La derivada como una aproximacion afin local es una variante a la sugerida por
E. Levi (1960) y es actualmente utilizada en la secundaria francesa (M. Artigue,
1991, G. Howson, 1991, Antibi et al, 1991). En Antibi et a/ (1991, pp. 139-
147), para introducir el concepto de derivada se parte de la idea de coeficiente
direccional (pendiente) de la recta para definir la pendiente de la secante. Estas
definiciones sirven de base para introducir los conceptos de velocidad media y
de velocidad instantdnea. Hechas estas consideraciones se introduce la idea de
tangente como el limite de una sucesion de secantes y con ello se establece la
nocién de aproximacion afin. Esta se auxilia de una funcion afin de la forma:

g(x)=f(a)+l(x=a)

de modo que la aproximacion afin d(x)=f(x) - g(x). De esta expresion se obtie-
ne el grado de aproximacion entre la curva f'y la tangente g(x) en una vecindad
de x = a. Esta idea es introducida con el objeto de caracterizar a la tangente g(x)
como la mejor aproximacion afin local en una vecindad de @ de la curva f. La
definicion de derivada se presenta en los siguientes términos:

Sea funa funcion definida en el intervalo / y ae I. Decir que el nime-
ro real /es la derivada de f en a significa que la primera o la segunda
de las condiciones siguientes se cumplen:

fla+h)-f(a)
h

1. La funcién s — tiene por limite / si /4 tiende a 0.

2. Para todo numero real /4 suficientemente proximo a 0,
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f(a+h)=f(a)+1lh+ho(h), donde la funcion ¢ tiene por limite O
cuando / tiende a 0.

y =1x)

7
g(x) = fla) + l(x-a)

0 a a+h X

Este enfoque (innovador dentro de los de su tipo) considera que la tangente g(x)
es la mejor aproximacion lineal de la funcion fen la vecindad de a, de manera
que /, la derivada, es el factor de proporcionalidad entre la diferencia g(x) — g(a)
y x—a. La idea de la recta como mejor aproximacion local de una curva es valiosa
desde el punto de vista geométrico; sin embargo, la derivada presentada como
un factor de proporcionalidad es muy abstracta y no deja explicito el significa-
do de la derivada asociado a la rapidez de la variacion.

11.2 Los enfoques innovadores

Un enfoque didactico inverso a todos los anteriores es el enfoque geométrico 'y
su principal exponente es el libro de Cruse/Lehman publicado en USA en 1970.
En este texto se parte de la necesidad de resolver problemas de optimizacion en
los que los recursos del Algebra resultan insuficientes. En la solucion de estos
problemas aflora la necesidad de calcular pendientes de tangentes en un punto,
después sigue una linea casi histdrica de la formacion del concepto de derivada
mediante este problema. Primero la estudia por medio de los métodos griegos
de la antigliedad clasica, luego por el método algebraico de las Raices Iguales
de Descartes, finalmente con el Método de los Limites de Fermat. Con este
ultimo, de hecho se arriba al concepto de derivada (aunque a estas alturas los
autores aun no utilizan este término) creando asi un método general para calcu-
lar pendientes de tangentes; también se da solucion a los problemas de optimi-
zacion planteados inicialmente y algunas reglas y formulas para predecir pen-
dientes de tangentes. El tratamiento explicito de las variables, funciones, las
razones instantaneas de cambio y la continuidad son tratados después. Este
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texto rompe con las barreras del formalismo matematico prevaleciente en los
enfoques anteriores privilegiando ahora el aspecto utilitarista del Calculo. Una
de las ventajas de este enfoque radica en que prioriza el significado y la utilidad
practica que la derivada tiene en la resolucion de problemas, sin embargo algu-
nas experiencias de los profesores (incluso la nuestra), han mostrado que seguir
el desarrollo casi histérico del concepto de la derivada consume mucho mas
tiempo del destinado para el curso de CD. Hay evidencias empiricas que mues-
tran las grandes dificultades de los estudiantes para entender que el limite de
una familia de secantes es la pendiente de la tangente (Sierpinska, 1985; Orton,
1977), ademas con este acercamiento no queda explicita la conexion entre la
tangente geométrica que es un fenomeno estatico y la derivada como concepto
dindmico que cuantifica la rapidez con que varia una variable respecto de otra
en un instante.

En México el enfoque variacional es sugerido por los grupos de trabajo que
dirige el doctor Ricardo Cantoral y por el grupo que dirigia la doctora Elfride
Wenzelburger. Cantoral (1991) propone redisefiar el discurso matematico esco-
lar desde el fondo, cambiando el papel principal que los cursos de calculo con-
fieren al concepto de /imite y poniendo en su lugar a la variacion fisica, de tal
manera que no se sugiere tratar tan exhaustivamente las funciones, sino mas
bien las cantidades y las magnitudes, en este sentido se expresa:

...en el terreno de la ensefianza, tendemos hacia la reconstruccion de una
Didactica del Calculo basada mas en las intuiciones y vivencias cotidia-
nas de los sujetos, mediante acercamientos fenomenologicos, por lo que
se atiende mas al fenomeno en su relacion con el concepto matematico
que al concepto per se.

Este enfoque considera como nucleo organizador del discurso la idea de pre-
diccion para conocer las cantidades por medio de las variaciones y en el plano
analitico se le confiere a la Serie de Taylor el papel central, pues se asume que
la nocidn de prediccion en los fenomenos de flujo continuo de la naturaleza se
ubico como la base de significacion primaria. En algunas experiencias con este
enfoque, Campero y Cantoral (1991) reportan reducciones considerables de los
indices de reprobacion con estudiantes de licenciatura y un ascenso creciente en
el aprovechamiento segun los resultados de examenes parciales de un curso de
calculo. En el segundo caso, la propuesta para la ensefianza del CD esté plas-
mada en una publicacion reciente de la doctora Wenzelburger titulada Calculo
Diferencial, una guia para maestros y alumnos dirigida al nivel preuniversita-
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rio. En esta propuesta se sugiere presentar las ideas fundamentales en forma
significativa con un empleo minimo del formalismo matematico, se pretende
que en el CD se desarrollen métodos matematicos para cuantificar, describir y
pronosticar cambios, por lo que se asume a la razén de cambio como su con-
cepto fundamental. Al concretar estas ideas, se parte de las razones de cambio
promedio obtenidas del estudio de fendmenos de la vida diaria y se arriba a la
derivada como razén de cambio instantdnea por medio de un manejo intuitivo
del limite. Estas dos variantes constituyen la linea de investigacion en la ense-
nanza del CD de las cuales se nutre nuestra propuesta.

A partir de la consideracion de las dimensiones intuitivas y visuales de la Ma-
tematica, algunos investigadores utilizan la microcomputadora y la calculadora
como herramientas en la ensefianza de los conceptos del Calculo (Tall, 1986;
Balderas, 1992; Galindo, 1993; Chavez y Hitt, 1993). De hecho existe una linea
de investigacion que explota las posibilidades que estos medios brindan en la
ensefianza de la Matematica, de aqui ha emergido el enfoque computacional en
la ensefianza del Calculo. Los ordenadores han hecho realidad la posibilidad de
la visualizacion dinamica del comportamiento grafico de las funciones, de ob-
servar mediante simulaciones iterativas como la sucesion de secantes tiende a la
tangente, de visualizar la disminucion iterativa de los triangulos caracteristicos
en la presentacion geométrica de la derivada, de ayudar a la visualizacion de la
rectitud local de las curvas por medio de magnificaciones sucesivas, de obser-
var curvas continuas en todas partes pero derivables en ningin punto, de racio-
nalizar considerablemente el trabajo con los métodos numéricos, etc. Se ha
difundido en el pais software para la ensefianza del CD por medio de micro-
computadoras, ¢ incluso a nivel experimental se han disefiado programas para
calculadoras que logran acercamientos intuitivos al limite y la derivada; varios
investigadores han reportado éxitos importantes en la ensefianza del CD utili-
zando estos medios, sin embargo este tipo de acercamientos tiene el inconve-
niente de ser costoso y, por tanto, tiene pocas posibilidades de convertirse en
recurso de uso masivo en nuestro medio.

12. DESPUES DE ESTA MIRADA A LA ENSENANZA DE LA
DERIVADA Y EL CALCULO, ;QUE SIGUE?

Esta revision a los textos y programas nos ha permitido tener una visién mas
cercana de la ensefianza de la derivada y del Célculo en general; particularmente,
de lo que sucede al respecto en el nivel medio superior. Mediante esta vision se
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consigue darle alcance al principal objetivo de este articulo, sin embargo como
profesor de Matematicas uno siempre se pregunta: si asi estan las cosas, ;que
podriamos hacer para cambiarlas? Esta ha sido una de las preguntas centrales que
ocupa tanto a profesores como a investigadores interesados en la ensefianza y
aprendizaje de las Matematicas; en nuestro caso, del nivel preuniversitario. A
este respecto he pensado en elaborar una alternativa que pudiera hacer frente a la
situacion antes descrita en este documento. ;Hacia donde se dirige esa alternati-
va? Antes de inclinarse por cualquier enfoque es necesario asumir el marco gene-
ral en el que se circunscribe y para ello también es necesario contestarse la in-
terrogante ;para qué ensefiar Calculo y, por tanto, el concepto de derivada?

Las respuestas a estas preguntas, a su vez, dependen de las posiciones que se
adopten sobre cuestiones mas generales del estilo jpor qué enseiiar Matematica?
Campistrous y Rizo (1993) analizan cuatro posibles respuestas: porque es necesa-
ria para la vida, porque es necesaria para la ciencia y la técnica, porque desarrolla
el pensamiento lo6gico y porque es parte inalienable de la cultura. Desde el punto
vista oficial, el Calculo en el bachillerato cumple una funcion propedéutica, es
decir, se ensefia a los adolescentes para prepararlos para estudios universitarios
de cierta especializacion, y en los estudios universitarios se espera puedan apli-
carlo en las Ciencias, en la Ingenieria o en la Economia, funcion y propdsito que
sin dejar de ser apropiados, en las condiciones en que se da la ensefianza son muy
dificiles de alcanzar. Si uno de los objetivos principales de la ensefianza del Cal-
culo tiene que ver con su caracter utilitario, entonces no tiene sentido enfatizar
tanto sobre sus estructuras abstractas como se concibe en el enfoque formal.
Tampoco contribuye al logro de este objetivo el enfoque algebraico en el que se
exagera la atencion dedicada al dominio de los algoritmos, e incluso poco se puede
hacer con cualquier enfoque que priorice la mera transferencia de contenidos.
Ademas del caracter utilitario (entendido en su relacion con la resolucion de pro-
blemas de aplicacion), desde nuestro punto de vista, la ensefianza del CD debiera
plantearse como objetivo primario la comprension de sus conceptos basicos a
partir del desarrollo de las ideas de la variacion, para contribuir al logro de este
proposito pudiera seguirse lo esencial de su génesis historica. Mediante acerca-
mientos intuitivos a partir de sus aplicaciones en los problemas de la variacion, la
comprension del concepto de derivada puede verse favorecida.

Nuestra propuesta alternativa se ha concretado en Dolores (1999) y se apoya en
el enfoque variacional, y de ¢l se adoptan las siguientes ideas: elaborar intro-
ducciones intuitivas e informales al CD que no necesariamente se sujeten a la
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estructura logico-formal del Analisis Matematico, que desarrollen ideas varia-
cionales que posibiliten la comprension de sus conceptos fundamentales; ubicar
como eje rector de todo el curso de CD al estudio de la variacion, de modo que
la derivada no sea un concepto matematico abstracto sino un concepto desarro-
llado para cuantificar, describir y pronosticar la rapidez de la variacion en fe-
némenos de la naturaleza o de la practica. Bajo estas premisas, no se construye
la estructura matematica del Calculo para después buscarle aplicaciones como
lo hacen los textos tradicionales y lo sugieren los programas, sino por el contra-
rio, se genera el conocimiento en contextos practicos o de aplicacion, de modo
que la derivada en particular se forma mediante su significado variacional. Si-
guiendo estas lineas generales en su tratamiento didactico es posible propiciar
condiciones para que los estudiantes comprendan este concepto.

13. ACTIVIDADES QUE PUEDEN INCLUIRSE EN LA
ALTERNATIVA

La derivada estd estrechamente relacionada con la cuantificacion de los cam-
bios y el comportamiento de éstos. No son sélo algoritmos y operaciones alge-
braicas. Su naturaleza fisica estd asociada con la determinacion de la rapidez o
la velocidad, la rapidez es el cociente entre las magnitudes de distancia y tiem-
po. En términos generales, es el cociente entre las magnitudes de los cambios,
pero no de cualquier cambio sino de cambios infinitamente pequefos. Para
lograr un acercamiento variacional a este importante concepto el lector puede
reflexionar y realizar las actividades que a continuacion se plantean.

13.1. La siguiente grafica muestra el comportamiento de la funcion f(x). Anali-
cela cuidadosamente y contéstese lo siguiente.

f(x)

et
/4

/ 3

_4\ -3 _i -1 0 1 2 3 X
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a) ;Cuanto cambia f si x cambia de =5 a —4?

b) ;Cuanto cambia fsi x cambia de -3 a —2?

¢) ;Cuanto cambia fsi x cambia de 1 a 2?

d) Suponga que X cambia de izquierda a derecha, es decir Ax > (. ;Para

13.2.

13.3.

134.

13.5.

qué X se cumplen las desigualdades siguientes?
f(x+4x) -f(x)>0
fx+4x) —-f(x)<0
fx+4x) —f(x) =0.

Considere el punto P de coordenadas (3, 4) que se encuentra ubicado en
el primer cuadrante del plano cartesiano. Trace por este punto rectas que
formen tridangulos rectangulos con los ejes de coordenadas positivos. Su-
pongase que los ejes estan graduados en cm. {Como crece o decrece el
area de los tridngulos para incrementos de la base de 1 cm? ;Como se
comportan los cambios de los cambios de area?

Sea la funcion: f(x) = x3, definida para todos los nimeros reales. ;Para qué x,
f(x + Ax) — f(x) > 0? ;Doénde f(x + Ax) — f(x) > 0? ;En qué intervalos se cum-
ple que f(x + Ax) — f(x) = 0? ;Qué significado variacional tienen estos calculos?

Un cuerpo es lanzado verticalmente hacia arriba y la distancia s que recorre en
un tiempo t estd dada por s(t) = 20t — 4.9t2 ;Con qué rapidez asciende el cuer-
po desde el momento en que se lanza hasta 0.5 seg. después? ;Cual es la rapi-
dez con que desciende en el tlltimo 2 de segundo en que esta en el aire?

Un objeto se mueve de acuerdo con la formula s(t) =t3 —3t2+3t—1(sen
metros y t en segundos). Observe la grafica siguiente.

s(t)

q

0.2

0.1

=
—_

.5 2 .5 3
-0.1

-0.2
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Obténgase la rapidez media con que se mueve el objeto a intervalos de
0,25 seg. Partir de t = 0,5 seg. Analice como cambia la rapidez media.

(Donde crece con mayor rapidez?

(Donde decrece?
(Donde su crecimiento es casi cero?

13.6. Un cuerpo es lanzado verticalmente hacia arriba, desde la superficie te-
rrestre, alcanza una altura s determinada por la formula: s(t)=160t—16t2.

Calculese su velocidad exactamente en t=5 seg utilizando aproximacio-
nes numéricas.

ACERCAMIENTO ACERCAMIENTO
POR LA IZQUIERDA POR LA DERECHA
<t<t ey | 7 | €L
At e €«
As ey | 7 | €.
As
= e— LN ‘?
V== > | 7| €...

13.7. Acerca del significado del calculo realizado en la actividad anterior. La
velocidad en t0=5 se obtiene:

a) So6lo mediante acercamientos numéricos sucesivos a f) = 5.

b) Por medio del calculo del cociente A .

¢) Por medio de la busqueda del /imite del cociente % cuando As=0.
t
d) Obteniendo el /imite del cociente AS cuando At es infinitamente pe-

~ At
queno.
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13.8. ;Cual es el significado de la expresion At — 0? Analice y discuta las
siguientes opciones.

a) At=0
b) At=0
c) At es infinitamente pequerno

d) At decrece sin limite

13.9. Si At es cambio que experimenta la variable t, en una funcion s(t). ;Qué
significado fisico, geométrico o variacional tienen las expresiones si-
guientes:

As
a) A%
) At

ds
b) =
)dt

As
c) lim —
At—>0 Af

d) lim s(t+ At)—s(t)
At—0 At

13.10. ;Qué significado tiene la expresion At —0? :
a) At=0
b) At=0
¢) At es infinitamente pequefio
d) At decrece sin limite
e) At =000 ... 1
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