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Coémo usar este libro

Este libro retine problemas resueltos de computaciéon cuantica ordenados en ocho
capitulos tematicos. Cada capitulo puede leerse de forma auténoma sin necesidad de seguir
el orden del indice. La tnica excepcién es el primer capitulo, dedicado a los fundamentos
de algebra lineal compleja, que se recomienda revisar si no se esta familiarizado con la

notacién de matrices complejas y el formalismo de Dirac.

Estructura de cada ejercicio

Todos los ejercicios siguen el mismo esquema de tres niveles:

1. Enunciado. Fl recuadro gris al inicio de cada ejercicio contiene el circuito o
algoritmo a resolver, el estado inicial del sistema y las puertas que se aplican en orden.

Este es el punto de partida del problema.

2. Resolucion paso a paso. A continuacién se desarrolla la soluciéon de forma

matricial y explicita:

= Puerta k: se escribe la matriz unitaria U, de la puerta en el espacio completo
de n qubits (dimensiones 2" x 2").

» Se calcula el producto [¢y) = Uy |1hx—1) y se obtiene el estado intermedio boxeado.

= Al final se compone el operador total Uia = U,---U; y se verifica que

Ug U total — I.

otal

3. Medida y analisis. Se calculan las probabilidades de medida P(|k)) = |(k|tout)|?

y, segun el ejercicio, se incluye el andlisis de entrelazamiento, la traza parcial del

subsistema o la verificaciéon mediante la férmula general (QFT).

A

1. Nimeros complejos y algebra lineal (96 ejercicios) — Espacios de Hilbert,
matrices unitarias, valores propios, cambios de base y notaciéon de Dirac.

2. Circuitos cuanticos (14 ejercicios) — B1-B9 (2 qubits), C3_ 1, C3_ 2 (3 qubits)
y QFT2 A, QFT2 B, QFT3; con diagramas, resoluciéon matricial y probabili-
dades.



. Oréculos cuanticos (10 ejercicios) — Disefio de ordculos para funciones logicas:

paridad, AND, OR, codificacién y operaciones aritméticas en superposicion.
Algoritmo de Deutsch—Jozsa (resolucién completa) — 3 qubits de entrada;

oraculo balanceado y constante; estado tras cada puerta.

. Algoritmo de Shor (3 variantes unificadas) — N = 15, a = 4 con 3 qubits;

N =15, a = 2 con 3 qubits de conteo + 2 auxiliares; N = 15, a = 2 con 5 qubits.

Incluye exponenciacién modular, QFT inversa y fracciones continuas.

. Algoritmo de Grover (5 ejercicios) — n = 2 qubits; ordculo de fase, operador

de difusion e iteraciones completas con matrices explicitas.

. VQE para la molécula H, (6 ejercicios) — Hamiltoniano de Pauli, ansatz

UCCSD, estimacion del gradiente SPSA y convergencia de la energia.

. QAOA — Max-Cut en (5 (5 ejercicios) — Grafo ciclo de 5 nodos; hamilto-

niano de coste, hamiltoniano mezclador y optimizacién de parametros.

Convenios de notacion

Los qubits se indexan de derecha a izquierda: qubit O es el menos significativo.
La base computacional se ordena como |00}, [01), |10}, [11) (qubit 1 primero,
qubit 0 segundo).

Las puertas de un qubit sobre el espacio completo se expanden por producto
tensorial: H® I, I ® S, etc.

CNOT;; indica CNOT con control en qubit ¢ y objetivo en qubit j.

CP;;(0) es la puerta de fase controlada con angulo 6.

Los resultados intermedios aparecen siempre boxeados ([ - - - ]) para facilitar el

seguimiento.







Ntmeros Complejos y Algebra Lineal




Operaciones con niimeros complejos en computacion

cuantica

Dado [¢) = 2|0) + £|1). Calcula: (a) los médulos de cada coeficiente, (b) verifica

que el estado estd normalizado, y (c) expresa los coeficientes en forma polar.

Solucién detallada:

5 ]33 4] _ 4
(a) Médulos: ’5‘ =2 |¥ =%
2
i i6n: (2 417 _ 9 4 16 _
(b) Normalizacién: (5) +|E =2+28=1
L3 3,00 4 _ 4 in/2
(c) Forma polar: & = 2¢70, 4 = 1¢im/2,

Dado a =141, 8 =2 —i. Calcula la norma del estado |¢)) = «|0) + §|1), normaliza
el estado y calcula las probabilidades de medir |0) y |1).

Solucién detallada:
a=14+i, B=2—i.
91l = ylaP+ [6F = v2F5 = V7.

1414

VT

Estado normalizado: |¢) = |0)

2—i
+7|1>'

La puerta S actia como S|0) = |0), S|1) =i|1). Aplica S al estado |+) = \%(|0)-|—|1))

y expresa los coeficientes del resultado en forma exponencial.

Solucion detallada:

S10) =10), S|1) =i|1). Entonces
S(H 10+ 1)) = (10} + ).

Forma exponencial de coeficientes: 1 = 0, i = e'™/2.



Ejercicio 4

Dado [¢) = 1£(0) + */T§|1> Calcula la fase de cada coeficiente, la fase relativa entre

ellos y verifica la normalizacién.

Solucién detallada:

[0) = 510) + 22|1).

arg (%) =7 arg(

Normalizacion: ‘ =

[
~—
I
=
&
N
o)
]
o)
2.
&
—+
=
o
I
)
|

Dados a = 3¢™/* y B = 2¢7"/3, Calcula el producto af3, el cociente a/3 y la diferencia
de fase ¢, — @3.

Solucion detallada:

o= 361'71'/47 B — 26_”/3.

Oéﬁ _ 662(71'/4—71'/3) — 66_lﬂ/12, % _ 5 el(ﬂ'/4+ﬂ'/3) _ 567,771'/12.
Vs

Diferencia de fase ¢o — ¢p =7 — (—3) = 13-

Ejercicio 6

En interferometria cudntica, dos amplitudes A; = 1 + 2i y Ay = 2 — ¢ se suman.

Calcula la amplitud total y su médulo al cuadrado (intensidad).

Solucién detallada:

Concepto clave: En interferometria cuantica, las amplitudes de probabilidad se suman
como numeros complejos antes de calcular la probabilidad (médulo al cuadrado). Esto da

lugar a fenémenos de interferencia constructiva o destructiva.

Paso 1: Sumar las amplitudes

At = A1+ Ao =(14+20)+(2—i)=(1+2)+ (21 —i) =3+

Paso 2: Calcular el médulo al cuadrado (intensidad)
La intensidad o probabilidad es | Aiota1|> = Atotal - Afyra, donde * denota conjugado complejo.

. . e .
Primero, conjugado: Af, =3 —1¢



Entonces:

|Aotar]> = B+ 9)3—1) =32 = (i) =9 — (=1) = 10

Alternativamente, por definicién de moédulo:

|3 +Z| =V32412 = VI+1= \/_ 0= |Atotal| (\/_)2 =10

Resultado: Aigia1 = 3 + 7, intensidad = 10.

Interpretacién fisica: Si estas amplitudes correspondieran a dos caminos en un inter-
ferémetro, la intensidad observada serfa |Aia|* = 10. Nota que |[A|> =124+ 22 =5y
|Ag|? = 2% 4+ 12 = 5, cuya suma es también 10. El término de interferencia cruzada es
2Re(A1A%) = 2Re((1 4+ 29)(2+ 1)) = 2Re(2+ i + 4i — 2) = 2Re(5i) = 0. En este caso
particular la interferencia neta es nula: la intensidad total coincide exactamente con la

suma de intensidades individuales, sin amplificacién ni cancelacion.

La funcién de onda de un qubit en rotacion es 1 (t) = e=**(cos(6)|0) + sin(0)e'|1)).

Paraw =1,0=7/4, ¢ =7/2 y t =, calcula el estado resultante.

Solucion detallada:

Concepto clave: Este estado representa un qubit en la esfera de Bloch con angulos 6 y
¢, sometido a una evolucién de fase global e~™?. La fase global no es observable, pero es

importante para la consistencia matematica.

Paso 1: Sustituir parametros

Y(m) =e "t (cos ( ) |0) + sin (4) ”/2|1>>

Calculamos valores trigonométricos:

(H)-m(3)=3
cos|—)=sin|(—)=—, "=
4 4

Entonces:

Y(m) = e (f|o>+ V2, “in)

Paso 2: Simplificar fase global



e = cos(—7) +isin(—7m) = —1+0i = —1

Entonces:

o) =1+ (L0412 ) = - - 71

Paso 3: Verificar normalizacién

2 2

5 +

2
‘ \/_ —27 = 0,5 + 0,5 =1

_2+2
44

Normalizado.

Interpretacion fisica: Aunque matematicamente el estado cambid, fisicamente es equiva-
lente al estado sin la fase global: §|0> + i§|1>, porque las fases globales no afectan las
probabilidades ni las fases relativas. Sin embargo, si este qubit estuviera entrelazado con

otro, la fase global podria convertirse en fase relativa y ser observable.

Ejercicio 8

Un operador cudntico tiene autovalores A\y = 1+ y Ay = 1 —i. Verifica que |A\;| = |Ag]

y calcula sus argumentos.

Solucién detallada:

Concepto clave: Los autovalores de operadores cuanticos no necesitan ser reales a menos
que el operador sea hermitico (observable). Pero en muchos contextos (como evolucién

unitaria), los autovalores tienen médulo 1.
Paso 1: Calcular médulos

Para A\ =1+ i:

|)\1|:V12+12=\/§

Para Ao =1 —14:

Ao = 12+ (-1)2 = V2

Por lo tanto, |A\;| = | A2 = V2.
Paso 2: Calcular argumentos

El argumento de un complejo z = a + bi es § = atan2(b, a).



Para A\ =1+i:a=1,b=1= 6, =tan"'(1/1) = /4 (en primer cuadrante).
Para \y =1—4:a=1,b=—1= 0y = tan"'(—1/1) = —7/4 (en cuarto cuadrante).
Verificacién con atan2:

- atan2(1,1) = /4 - atan2(—1,1) = —7/4

Correcto.

Interpretacion: Estos autovalores no son reales, por lo que el operador no representa
un observable fisico (no es hermitico). Tampoco tienen médulo 1, por lo que no generan
evolucion unitaria. Podria ser, por ejemplo, un operador de aniquilaciéon o parte de un

sistema no conservativo.

Ejercicio 9

En un algoritmo cuéntico, la amplitud de un estado evoluciona como a(n) = (1 +14)".

Calcula a(4) y exprésalo en forma binémica.

Solucién detallada:

Concepto clave: Las amplitudes pueden evolucionar exponencialmente en algoritmos

cuanticos. Aqui, la base es 1+ i, un niimero complejo con médulo /2 y fase 7 /4.
Paso 1: Calcular potencias sucesivas

Primero, calculemos (1 + )%

(1+i)>=1*+2-1-i+i*=1+2i—1=2

Luego:
2
(1+d)' = ((1+4)?) = (20)* = 4> = 4(~1) = —4
Paso 2: Forma binémica
—4 = —4+ 04, por lo tanto «(4) = —4 + 0i.

Alternativa usando forma polar: 1 +: = V2 em/47 entonces:
(1+0)* = (V2)*e*™/* = 4e'™ = 4(cosm + isinm) = 4(—1 + 0i) = —4

Mismo resultado.

Interpretacion: Aunque empezamos con una amplitud compleja, tras 4 pasos la amplitud
es real y negativa. En un algoritmo, esto podria representar una interferencia destructiva

acumulada.
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Ejercicio 10

y 23 = —=. Calcula el producto z; - z; donde z}

Dos qubits tienen amplitudes z; = e

H
St

es el conjugado de 2.

Solucién detallada:

Concepto clave: El producto de una amplitud por el conjugado de otra aparece frecuen-

temente en calculos de solapamiento, fidelidad, o elementos de matriz.
Paso 1: Calcular conjugado de z;
1

1
m=—m =0+ —i= 2 =0

V2 V2

Paso 2: Multiplicar z; - 2

1.
VR

Desarrollamos el numerador:

(1—i)(=i) =1 (=i)+ (—i)- (=) = —i+i*=—i—1

Entonces:

., —l1—u 1 1
2125 = =————
2 2 2 2
Verificacién con forma polar:
_ — 1-i _ —in/4 _ — 4 1 im/2 * 1 —im/2
n="5=¢ n= 5= 500 = n = 4
Producto:

o1 1 . 1 1 V2 V2
* —im/4 _~ _—in/2 - —i(37/4) _ = . o s i oy — = (V2 _ V<) _
2125 =€ \/§e \/ﬁe NG (cos(—135°) 4+ isin(—135°)) 7 ( 5 i )

Coincide.

Interpretacion: Este producto es un niimero complejo que podria representar, por ejemplo,

el elemento de matriz (11]|¢s) si 21 y 2o fueran coeficientes en la misma base.
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Una transformacion cuantica rota las amplitudes por un angulo 6. Si el estado inicial
im/4

es |Y) = f|0> ﬁ]l}, y se aplica la rotacién €™/, encuentra el nuevo estado.

Solucion detallada:

Concepto clave: Multiplicar un estado cudntico por una fase global ¢’® no cambia
las probabilidades observables, pero puede ser relevante en contextos de interferencia o

entrelazamiento.

Paso 1: Aplicar la fase global

1y — /A — gim/A 1
W) = /)y) (ﬂ|o> f|1>) =

Paso 2: Simplificar el segundo término

i /2

Sabemos que ¢ = €"™/#, entonces:

iemr/ll _ ez7r/26ur/4 _ ez(37r/4)
Entonces:

]' (% ]' 13T
[W') = ﬁe 10y + ﬁeg 1)

Paso 3: Verificar normalizacién

i /4 2

V2

i37/4 2

V2

+

Normalizado.

Interpretacién fisica: Aunque el estado cambi6 mateméaticamente, fisicamente es in-
distinguible del original, porque la fase global no afecta mediciones. Sin embargo, si este

qubit interactiia con otro, la fase podria convertirse en relativa y ser observable.

La ecuacién de Schrodinger para un qubit da la evolucién [i(t)) = e~ #[)(0)). Si
H = w (constante) y [¢(0)) = |0), calcula |¢(7/(2w))).

Solucion detallada:

Concepto clave: Si H es un operador que actia como multiplicacion por un escalar w,

12



entonces et = ¢=™!] una fase global.
Paso 1: Interpretar H

Aqui, H = w probablemente significa H = wl, donde I es el operador identidad. Esto

representa un “shift” de energia global, sin dindmica interna.

Paso 2: Aplicar evoluciéon

(1)) = e1p(0)) = e 1]0) = e7"|0)

Paso 3: Evaluar en t = 7/(2w)
0 (55 ) = E ) = )

e”"™% = cos(—m/2) + isin(—7/2) =0 —i=—i

Entonces:

[¥) = —il0)
Verificacién: Normalizacion: | —i|? = 1, y sigue siendo |0) salvo fase global.
Correcto.

Interpretacién: Este sistema no cambia su estado fisico: sigue siendo |0) con probabilidad

1. La fase global —i no es observable.

En tomografia cuantica, se miden las amplitudes complejas a = 0,6 + 0,8: y b =

0,3 — 0,44. Calcula la distancia compleja |a — b| entre estas mediciones.

Solucion detallada:

Concepto clave: En tomografia cuantica, la distancia entre amplitudes puede indicar

error de reconstruccién o fidelidad entre estados.

Paso 1: Calcular a — b

a—b=(0,6+0,8i)— (0,3—0,4i) = (0,6 — 0,3) + (0,80 + 0,47) = 0,3 + 1,2

Paso 2: Calcular médulo

13



la— b = /(0,3)2 + (1,2) = 0,00 + 1,44 = /1,53

Simplificamos:

JI53 = @_\/153_\/9-17_3\/ﬁw3~4,123N12,369_12369
V10 w0 - 10 10~ w0 10 7

Resultado exacto: 31—*/377, aproximado: 1.2369.

Interpretacion: Esta distancia cuantifica cuan diferentes son las dos mediciones complejas.

En tomografia, valores pequeios indican alta fidelidad.

Ejercicio 14

Un qubit sufre decoherencia parcial, cambiando su fase de ¢ = 7/3 a ¢ = ¢ + do
donde d¢ = /6. Si el estado inicial es |+) = %(|O> + €/3|1)), calcula el estado final.

Solucién detallada:

Concepto clave: En este ejercicio se estudia el efecto de una rotacion de fase relativa
sobre el estado de un qubit. A diferencia de la decoherencia real (que involucra interaccién
estocastica con un entorno y produce pérdida de coherencia en la matriz densidad), aqui la
transformacion es unitaria y determinista. El término "decoherencia parcial.®® el enunciado

debe interpretarse como una variacién controlada de la fase relativa.

Paso 1: Calcular nueva fase

2 om 3 s
/ = 6 = z E = — —_= — = —
¢ =9+09 3 * 6 6 6 6 2
Paso 2: Construir nuevo estado
[mat) = —= (10) + ™721)) = —= (10} + 1))
V2 2
Paso 3: Verificar normalizacion
SR 20 S S S
V2 V2| 2 2

Normalizado.

Interpretacién fisica: La decoherencia ha cambiado la fase relativa de 7/3 a 7/2. Esto
altera las probabilidades en otras bases. Por ejemplo, en la base |+),|—), la probabilidad

de medir |+) cambia.
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Las raices cuartas de la unidad aparecen en la transformada de Fourier cuantica.

Calcula todas las raices de z* = 1 y represéntalas en el plano complejo.

Solucién detallada:

Concepto clave: Las raices n-ésimas de la unidad son fundamentales en la QFT. Forman

un grupo ciclico y se distribuyen uniformemente en el circulo unitario.
Paso 1: Resolver 2 =1
Escribimos 1 en forma exponencial: 1 = €?™* para k € Z.

Entonces:

z=¢e"1 =¢2, k£=0,1,23

(porque después se repiten )

Paso 2: Calcular cada raiz
ck=0zp=e"=1-k=1l:z1 =€ =j-k=2z2y=€"=—1-k=23: 23 =¢¥32 =
Raices: 1,7, —1, —1

Paso 3: Representacion en plano complejo

En el plano complejo (Re, Im):

- zp = 1: punto (1, 0) - z; = @: punto (0, 1) - z5 = —1: punto (-1, 0) - z3 = —i: punto (0, -1)
Forman un cuadrado sobre el circulo unitario.

Interpretacion: Estas raices son los valores propios de la puerta de fase S iterada, y son

las que se usan en la QFT para crear interferencias controladas.

Ejercicio 16

Un qubit est4 en superposicién [1)) = a|0) + |1) donde « y 3 satisfacen a + 8 = /2

v |a)? 4+ 8] = 1. Si « es real, encuentra « y f3.

Solucion detallada:

Concepto clave: Este ejercicio combina restricciones algebraicas (suma de amplitudes) con
la condicion fisica de normalizacién. Es un sistema de ecuaciones con variables complejas,

pero con la restriccion de que a € R.
Paso 1: Usar que « es real

Sea av = a € R. Entonces, de a + 8 = /2, despejamos:

15



_Vi-a

Paso 2: Aplicar normalizacién

jaf? + 18" = a® + [V2 —a|* =

Como v/2 — a es real (porque a y v/2 son reales), entonces |v/2 — a|> = (v2 — a)?.

Entonces:

A+ (V2-a)P?=1

Expandimos:
>+ (2-2vV2a+a*) =1=2a> —2V/2a+2=1

202 —2v/2a+1=0

Paso 3: Resolver ecuacion cuadratica

a_2\/§i\/(2\/§)2—4-2-1_Qﬂim_wﬁio_\/5
B 22 B 4 42

Soluciéon Unica: a = ?

Entonces:

B=v2-

“[%
*[3
<[5
“[%

Paso 4: Verificar

2

2 2
cat =242 =2 o]+ |8 = (g) —I—( 2) =242=-05+05=1-aesreal
Interpretacion fisica: El estado resultante es:

) = L0y + ) - S50+ = 1)

iEs el estado de Hadamard! Aunque la condicién a + 3 = /2 parecia arbitraria, lleva
naturalmente a uno de los estados més importantes en computacion cuantica

16



cos(f) —sin(f)

con 6 = /6.
sin(f)  cos(0) ) /6

En un circuito cuantico, se aplica la operacion U = (

Expresa los elementos de U en forma compleja.

Solucién detallada:

Concepto clave: Aunque la matriz es real, pedir “forma compleja” puede interpretarse
como expresar los elementos como niimeros complejos (con parte imaginaria cero) o en

forma polar. Dado que son reales, lo haremos en forma binémica y polar.
Paso 1: Evaluar funciones trigonométricas

0 =m/6=30°

cos(m/6) = \é§7 sin(m/6) = =

U=<

Paso 2: Forma compleja (binémica)

Entonces:

[\ no
=l

G
N———

Como todos los elementos son reales, su forma compleja es simplemente anadir +0::
. (Vf+0¢ }%+Oi)
1 ~ 3 ~
5+00 52 +0d
Paso 3: Forma polar (opcional, para profundidad)

Todo niimero real positivo r es 7, y negativo r es |r|e’™.

Entonces:
V3 _ VB30 1 _ 1im 1 _ 1,0
Ty T € - Ty =t -5 =5¢

Entonces en forma polar:

ﬁeio 1gim
U — 2 2

1,30 /3 ,i0

€ e

2

Verificacién: Esta matriz es una rotacion en el plano real, y es ortogonal (luego unitaria).

Es equivalente a R,(—26) en computacién cuantica, pero eso es tema avanzado.
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Listo.

Ejercicio 18

Un estado entrelazado tiene la forma |¢)) = \%(\0@ + €*|11)). Para ¢ = 27/3, calcula

el coeficiente complejo de |11) en forma exponencial.

Solucién detallada:

Concepto clave: En estados entrelazados, la fase relativa entre componentes puede ser

crucial para la interferencia y la teleportacion cuantica.
Paso 1: Identificar el coeficiente

El coeficiente de |11) es \%ew’, con ¢ = .

Entonces:

1 .
. 6z27r/3

V2

Coeficiente =

Paso 2: Opcional — forma binémica

Si se pidiera:

T

‘ 1
/3 = cos(120°) + isin(120°) = -5 +ig

Entonces:

Coeficiente = —= [ ——+i— | = ——=+i——

NAU . 22 22

Pero como pide “forma exponencial”, la respuesta es simplemente:

[2r%) s

1 .
76127r/3

V2

Interpretacién: Este estado es un estado de Bell con fase. La fase 27 /3 afecta mediciones

conjuntas y es esencial en protocolos como la teleportacion dependiente de fase.

Ejercicio 19

La fidelidad entre dos estados cuanticos se calcula usando el producto interno complejo.
Si 1) = 5H0) + F1) ¥ |v2) = 5(10) + [1)), calcula (1]s).

Solucion detallada:

Concepto clave: El producto interno (¢|t)) mide el solapamiento entre estados. Su

18



modulo al cuadrado es la fidelidad para estados puros.
Paso 1: Escribir (¢

Dado [¢h) = 1£(0) + 152[1), su bra es:

wil= (1) o1+ (157) t=15 0+ )

2 2 2 2
(porque (a + bi)* = a — bi)
Paso 2: Escribir [¢,)

Y2) = —=10) + (1)

S
|-

Paso 3: Calcular producto interno

e = (5 01+ 15 ) (5o + o)

2 2
Distribuimos:
1—72 1 1—2 1 1+7 1 14+72 1
= (00) + —— - —(0]1) + L (1]0) + (11
5 ﬁ<|> 5 2<|> \/§<|> \/§<|>
Simplificamos usando (i|j) = d;;:
1—i T+i  l—it+1+i 2

-~ 14040+

1
212 2v2 T 2v2 22 V2

Resultado: (¢ ]1e) = %

Verificacién de normalizacién de [¢1):

‘1—1—2’

2 ‘1—1‘
2

2

Normalizado.

Interpretacion: La fidelidad es |{1;]i9)|* = (i)2 = 0,5. Los estados estan a 45 grados

en la esfera de Bloch.

Ejercicio 20

En criptografia cuantica, las fases relativas son cruciales. Si un qubit tiene amplitudes
a=re? y B =re? conr=1/v2, ¢ = /4y ¢y = 3w/4, calcula la diferencia de
fase ¢ — 1.
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Solucion detallada:

Concepto clave: En criptografia cuéntica (como BB84 o B92), la diferencia de fase

codifica informacién. Aqui es directo.

Paso 1: Calcular diferencia

3 T2’

™ ™
Adb=0¢y — )y = — — — = - Z
b=br—b1="— T =T =7

Resultado: g

Paso 2: Estado completo

in/4 , im/4
(10) + ™21 = eﬂ

e

V2

1 . 1 .
9) = —=em40) + e /1) =

V2 V2

/4y fase relativa /2.

(10) +14[1))

Fase global e

Interpretacién: Este estado es equivalente a | + i) = % salvo fase global, que es uno

de los cuatro estados de la base circular usados en BB&4.

Estructuras Algebraicas

Ejercicio 21

0 1
Demuestra que el conjunto de matrices de Pauli {/,X,Y,Z} con X = (1 0),

v 0
de fase globales.

0 — 1 0
Y =1 ! , L = (0 1) forma un grupo bajo multiplicacion médulo factores

Solucién detallada:

Concepto clave: El grupo de Pauli es fundamental en computaciéon cuantica. Pero
estrictamente, {I, X,Y, Z} no es cerrado porque XY = iZ ¢ {I,X,Y,Z}. Por eso se

considera "modulo fases globales", es decir, identificamos matrices que difieren por un
factor e .

Paso 1: Definir el conjunto extendido

Consideramos el conjunto P = {1, +X,+Y, +7 +il, +i X, £iY, +iZ}. Este si es cerrado.

Pero el enunciado dice "moédulo factores de fase globales", asi que definimos una relacion

de equivalencia:
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A~ B <= A=¢"B para algin § € R

Entonces, [I] = {e?I}, [X] = {e X}, etc.

El conjunto cociente es {[I], [X],[Y], [Z]}.

Paso 2: Verificar propiedades de grupo

- Cerradura: Por ejemplo, [ X|[Y] = [XY] = [iZ] = [Z] (porque iZ ~ Z). Similarmente,

[X][X] = [X?] = [I], etc. Todas las combinaciones dan elementos del conjunto.
- Asociatividad: Heredada de la multiplicacién matricial.
- Identidad: [I], pues [I|[A] = [[A] = [A].

- Inverso: Cada elemento es su propio inverso: [X|[X] = [I], [Y][Y] =[], [Z]|Z] = 1], ¥
(1] = [1].

Por lo tanto, {[I], [X],[Y], [Z]} con multiplicacién es un grupo (isomorfo a Zg X Zs).

Interpretacion: Este grupo es la base de los codigos de correccién de errores cuanticos y

de la caracterizaciéon de canales cudnticos.

Las puertas cuanticas de Clifford forman un grupo finito. Verifica que la puerta

1 1
Hadamard H = % (1 1) satisface H? = I y determina su orden en el grupo.

Solucién detallada:

Concepto clave: El orden de un elemento en un grupo es el menor entero positivo n tal

que g" = e (identidad).

Paso 1: Calcular H?
, (1)2(1 1)(1 1) 1(1-1+1~1 1~1+1-(—1)>
H = — —
v2) \1 —-1)\1 —1 2\1-14+(=1)-1 1-14(=1)-(=1)

699

H?2=1]
Paso 2: Orden del elemento
Como H? =1y H # I, el orden es 2.

Interpretacion: Aplicar Hadamard dos veces devuelve el estado original. Esto se usa en
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muchos algoritmos, como la preparacion y medicion en la base de Hadamard.

Considera el anillo de polinomios cuénticos C[z]/(z? — 1) que aparece en ciertos

algoritmos. Calcula (1 +x)(1 — ) y (z +i)(xz — i) en este anillo.

Solucién detallada:

Concepto clave: En un anillo cociente Clz]/(f(z)), dos polinomios son equivalentes si

su diferencia es multiplo de f(z). Aqui, 2> — 1 =0 = 2% = 1.
Paso 1: Calcular (1 +z)(1 — x)
(1+z2)1—12)=1-2?

Pero en este anillo, 22 = 1, entonces:

1-2"=1-1=0

Resultado: 0

Paso 2: Calcular (z +1i)(z — 1)

(z+i)(z—i)=a?—i=2"— (1) =2 +1

Usando x? = 1:

P?H1=1+1=2

Resultado: 2

Interpretacion: Este anillo modela sistemas con simetria Z, (como espines o qubits). El
hecho de que (1 + z)(1 — z) = 0 muestra que tiene divisores de cero — no es un dominio

integro.

Ejercicio 24

El grupo simétrico S3 actiia sobre sistemas de 3 qubits mediante permutaciones.
Escribe la tabla de multiplicacion para las permutaciones de 3 elementos y encuentra

todos los subgrupos.

Solucién detallada:

Concepto clave: S5 es el grupo de permutaciones de 3 elementos. Tiene 6 elementos. Es
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el grupo no abeliano mas pequernio.
Paso 1: Listar elementos de S
Usamos notacion de ciclos:

- Identidad: e = () - Transposiciones: 712 = (12), 713 = (13), 723 = (23) - 3-ciclos: ¢ =
(123), 0% = (132)

Paso 2: Tabla de multiplicacién (resumen)

La tabla completa es 6x6. Aqui mostramos relaciones clave:

- T19Tia = € - TaTi3 = (132) = 02 - 7372 = (123) = 0 — no abeliano - 00 = 0%, 00?2 = ¢ -
0T19 = 723, etc.

Paso 3: Subgrupos

Por teorema de Lagrange, los 6rdenes posibles son divisores de 6: 1, 2, 3, 6.

- Orden 1: {e} - Orden 2: {e, 712}, {€, 113}, {€, 23} - Orden 3: {e, o, 0%} ({nico, pues ciclico)

- Orden 6: S3 mismo
Subgrupos: 6 en total.

Interpretacion: En computacion cuantica, S3 puede actuar permutando qubits, util en

codigos simétricos o algoritmos de busqueda.

En correccién de errores cuanticos, se usa el cuerpo finito Fo = {0, 1}. Demuestra que

este conjunto con las operaciones suma modulo 2 y producto usual forma un cuerpo.

Solucion detallada:

Concepto clave: Un cuerpo es un anillo conmutativo con unidad donde todo elemento

no nulo tiene inverso multiplicativo.

Paso 1: Definir operaciones

Suma modulo 2 (@):
-0p0=0-001=1-100=1-101=0
Producto (+):
-0-0=0,0-1=0,1-0=0,1-1=1

Paso 2: Verificar axiomas

- Suma: Conmutativa, asociativa, neutro 0, inverso (cada elemento es su propio inverso). -
Producto: Conmutativo, asociativo, neutro 1. - Distributividad: a-(b&c¢) = (a-b)® (a-c).

Se verifica por casos. - Inverso multiplicativo: El tinico nonuloes 1,y 1-1 =1, asi que
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su inverso es si mismo.
Por lo tanto, IFy es un cuerpo.

Interpretacion: Es la base de los c6digos de correccion de errores clasicos y cuanticos

(como el codigo de bit-flip o el codigo de Shor).

Algebra Lineal y Matricial
Dadas las matrices de Pauli X, Y, Z, calcula:
I. [X,Y]=XY —YX (conmutador)
2. {X,Y} = XY +YX (anticonmutador)

3. Verifica que X2 =Y?=22=1

Solucién detallada:

Concepto clave: Las matrices de Pauli son fundamentales en mecanica cuantica y
computacién cudntica. Sus relaciones de conmutacién definen el dlgebra de su(2), y su

cuadrado es la identidad, lo que las hace unitarias e involutivas.

Recordamos las matrices:

() ) )

Paso 1: Calcular XY y Y X
1 . . Loi 0 (i) 1. .
XY:O 0 —i) _(0-0+ i 0-(—1)+ 0y _ (¢ © _i7
1 0/ \« O 1-0+0-72 1-(—=i)+0-0 0 —1

" 1 : )1 0-14 (—=q)- —i
vy 0 —i) (0 _ (0 0+ (=) 0-14(=i)-0) _ (=i 0 _ iy
¢ 0 10 1-0+0-1 1-14+0-0 0 1
Paso 2a: Conmutador [X,Y]=XY —YX

(X,Y]=iZ — (-iZ) =2iZ

Resultado: [X,Y] = 2iZ
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Paso 2b: Anticonmutador {X,Y} = XY +YX

(XY} =iZ+(=iZ)=0

Resultado: {X,Y} =0 (anticomutan)

Paso 3: Verificar X? = I, etc.

Todas al cuadrado dan 1.

Interpretacion fisica: Estas propiedades son la base del formalismo del espin 1/2. El
conmutador [X,Y] = 2iZ es andlogo a [S;, S,] = ihS, en mecanica cuantica. Ademas,
como X? = I, aplicar dos veces la puerta X devuelve el estado original — es su propia

inversa.

Ejercicio 27

1 000
) ) 0100 . o
La puerta CNOT tiene matriz CNOT = 900 Verifica que es unitaria
0010
calculando CNOTTCNOT.

Solucion detallada:

Concepto clave: Una matriz es unitaria si UTU = I. Las puertas cuanticas deben ser

unitarias para preservar la norma (probabilidad total = 1).
Paso 1: Calcular CNOT'

La matriz CNOT es real y simétrica, por lo tanto:

CNOT'! = (CNOTT)* = CNOT? = CNOT  (pues es simétrica)

Entonces, CNOT" = CNOT.
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Paso 2: Calcular CNOT'CNOT = CNOT?

100 0\(1 0O O
CNOT? — 010010100
00 01[]0 001
001 0/\0O01O0

Multiplicamos fila por columna:

- Fila 1: [1,0,0,0] - col j — solo afecta col 1: 1 — primera fila: [1,0,0,0] - Fila 2: similar
— [0,1,0,0] - Fila 3: [0,0,0,1] - cols — col 4: 1 — pero en la segunda matriz, col 4 es
0,0, 1,0]7, entonces: - Elemento (3,1): 014+ 0-0+0-0+1-0=0-(3,2): 0- (3,3):
0-0+0-0+0-0+1-1=1-(34):0-0+40-04+0-14+1-0=0— fila3:[0,0,1,0] -
Fila 4: [0,0,1,0] — col 3: 1 — col 3 de segunda matriz es [0,0,0,1]% - (4,3): 0-0+0-0 +
1-0+4+0-1=07 jError!

Vamos con cuidado. Mejor por bloques.
Notemos que CNOT actia como:

- Si control=0 (primeros dos renglones), target no cambia. - Si control=1 (ltimos dos

renglones), target se invierte.

Entonces, aplicar CNOT dos veces: si control=1, target se invierte dos veces — vuelve al

original. Por lo tanto, jCNOT es su propia inversa!

Entonces, CNOT? = I.

Verifiquemos elemento (3,3):

Fila 3: [0,0,0,1], columna 3: [0,0,0,1]" - 0-0+0-0+0-0+1-1=1
Elemento (3,4): fila 3 - col 4 = [0,0,0,1] -[0,0,1,0]T =0

Elemento (4,3): fila 4 [0,0,1,0] - col 3 [0,0,0,1]T =0

Elemento (4,4): fila 4 - col 4 = [0,0,1,0] - [0,0,1,0]" =1

Entonces:

1000
cnor?= [0 LU0y
0010
0001

Por lo tanto, CNOTTCNOT = I, es unitaria.

Interpretacion: La puerta CNOT es reversible y preserva la norma, como debe ser toda
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puerta cuantica. Es la puerta entrelazante mas importante.

Ejercicio 28

Resuelve el sistema lineal que surge al calibrar un qubit:

at+f=1 (1)
io—if =i (2)
e + 181> =1 (3)

Solucién detallada:

Concepto clave: Este sistema modela la preparacién de un estado cuantico con restric-

ciones fisicas (normalizacion) y de calibraciéon (ecuaciones lineales).

Paso 1: Simplificar ecuacion (2)

ia—if=i=i(la—p)=i=a—F=1 (dividiendo ambos lados por i # 0)

Ahora tenemos:

a+p=1 (4)
a—p=1 (5)

Paso 2: Resolver sistema lineal

Sumamos (4) y (5):

20=2=a=1

Sustituimos en (4):

1+6=1==0
Paso 3: Verificar normalizacién (3)

lal> + |82 =17 +]0P=1+0=1

Satisface.

Interpretacién fisica: El estado resultante es 1)) = 1-]/0)+0-|1) = |0). Aunque el sistema
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parecia tener libertad, las ecuaciones lo forzaron al estado |0). Esto podria corresponder a

una calibraciéon donde se impone que el qubit esté en |0) tras ciertas operaciones.

Ejercicio 29

67i0/2 0
Encuentra la matriz inversa de la puerta de rotacién R, () = ( . /2 usando
e

el método de Gauss-Jordan.

Solucion detallada:

Concepto clave: Toda puerta cudntica debe ser invertible (de hecho, unitaria). R,(6) es

diagonal, asi que su inversa es directa, pero usaremos Gauss-Jordan para practicar.

10
01

Paso 1: Formar matriz aumentada (A|])
67i9/2 0
0 61'9/2

Fila 1: dividir por e~%/2 (multiplicar por e’/ 2):

Paso 2: Hacer pivotes 1

1 0

i0/2 1 .
F1 <+ eY=F1: (O yi0/2

ei0/2 0
0 1

Fila 2: dividir por /2 (multiplicar por e~%/2):

10

F2 ¢« e 29 .
0 1

e1'6’/2 0
0 67119/2

e—i0/2

i6/2 0
La inversa es (6 0 ) = R.(—0)

Verificacion:

o—i0/200/2 0 10
Rz(9>RZ(_9) = ( 0 ei9/2€_i9/2 - 0 1 =1

Interpretacién: La inversa de una rotacién de fase es la rotacién en sentido opuesto.

Esto es crucial para deshacer operaciones en circuitos cuanticos.
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Ejercicio 30

1 0
Los estados |0) = (0> y 1) = (1) forman la base computacional de un qubit.

Verifica que es una base ortonormal de C2.

Solucién detallada:

Concepto clave: Una base ortonormal debe cumplir: (1) ortogonalidad, (2) normalizacion,

(3) generar todo el espacio.

Paso 1: Ortogonalidad
. 0
Producto interno (0]1) = (1 0) (1> =1-040-1=0

Ortogonales.

Paso 2: Normalizacion

(0j0) = (1 0) (;) =101 =(0 1) (2) =1

Normalizados.

Paso 3: Generan C?

a
Cualquier vector (b) € C? se escribe como:

1 0
a (O) +b (1) = al0) + b|1)

Por lo tanto, {|0),|1)} es una base ortonormal de C2.

Generan todo el espacio.

Interpretaciéon: Esta es la base estandar en computacion cuantica, donde las mediciones

“computacionales” proyectan sobre estos estados.

Construye la base de Bell a partir de los estados computacionales de dos qubits:

|DT) = \/ii(|00> + |11)), etc. Verifica que los cuatro estados de Bell son ortonormales.

Solucién detallada:

Concepto clave: Los estados de Bell son los cuatro estados maximamente entrelazados

de dos qubits. Forman una base ortonormal del espacio C? @ C2.

Los cuatro estados son:
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~100) + |11)
=— 7

~100) —[11)
- a

oo +poy
) = = )

_ Jo1) - J10)

|@7) 7

[©7)

Paso 1: Verificar normalizacién (ejemplo con [®1))

(B¥]@°) = (00 +{11])([00)+11)) = £ ((00]00)+{00]11)-+ {1100} +(11[11)) = L (14+040+1) = 1

Igual para los demds (los signos negativos se cuadran).
Todos normalizados.

Paso 2: Verificar ortogonalidad (ejemplo: (1|d7))

(®¥]@7) = (00| + (11))(00) — [12)) = £(1— 040~ 1) =0

(®F|TT) = 1((00] + (11])(|01) + [10)) = 2(0+0+0+0) =0

(®F|W~) =0 (similar)

(®~|UT) =0, ete.

Todos los productos internos entre distintos son 0.

Ortogonales.

Paso 3: ;Generan el espacio?

El espacio de dos qubits tiene dimension 4. Tenemos 4 vectores ortonormales — son base.
Forman una base ortonormal.

Interpretacion: Los estados de Bell son la base del entrelazamiento. Se usan en telepor-

tacion, superdense coding, y tests de no-localidad.

Aplica el proceso de Gram-Schmidt para ortonormalizar los vectores: |v1) = |0) + |1)
y [v2) = 10) +[1).

Solucién detallada:

Concepto clave: Gram-Schmidt construye una base ortonormal a partir de vectores

linealmente independientes.

Paso 1: Normalizar el primer vector
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o) 1 _

Paso 2: Restar proyeccién de |v;) sobre |u;)

[wa) = |vz) — (u1|va)|us)

Primero, (u|v2) = 5 ({0 + (1])(|0) +i[1)) = J5(1 + 1)

Entonces:

Paso 3: Normalizar |wy)

1—d)? |=1+4? 124 (=12 (-1)2+4+12 2 2
= = = — —_ = 1

(wefwa) ’ 2 +’ 2 1 1 171
Ya estd normalizado.
Entonces:

1—1 -1+ 1—1
Juz) = fa0z) = —110) + =2 [1) = = (|0) - 1))
Verificacién de ortogonalidad:
1 1t 1 /1—i —1+i 1
uy|ug) = —(1,1 2 :< + ):-0:0

2
Ortogonales.

Interpretacién: Hemos construido una base ortonormal donde el primer vector es |+) y

el segundo es proporcional a |—) pero con fase. Es 1til en mediciones en bases rotadas.
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Encuentra los autovalores y autovectores de la matriz o, = (O 1) . Interpreta el

resultado en términos de mediciéon de espin.

Solucién detallada:

Concepto clave: o, es la matriz de Pauli Z. Sus autovalores y autovectores definen los

estados propios de la medicién de espin en la direccion z.
Paso 1: Autovalores

Resolvemos det(o, — A\I) = 0:
1—-A 0
det =1-N(-1-XN)=0=X1=1,A=-1
0 —-1-2A

Autovalores: +1, —1
Paso 2: Autovectores

Para A = 1:

0 0
(az—I)V:0:><0 2) <$)202>—2y:0:>y:0,xlibre
-2} \y

1
Entonces, autovector: (0) = |0) (o cualquier multiplo).

Para A = —1:

2 0
(0z+])V:0:><0 0) (x>:0:>2x:0:>x:0,ylibre
Y

0
Autovector: (1) = 1)

Autovectores: |0) para +1, |1) para -1.

Interpretacién fisica: En mecédnica cudntica, o, representa el observable S, (componente
z del espin para particulas de espin 1/2). Medir S, da +1 (espin arriba) con estado

colapsado a |0), o -1 (espin abajo) con estado |1). Es la base computacional.
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Ejercicio 34

La transformacién lineal T': C* — C? definida por T'(|0)) = |+) y T(|1)) = |-) donde
|$) = \/ii(|0>s|1)) Encuentra la matriz de T.

Solucién detallada:

Concepto clave: La matriz de una transformacién lineal en una base dada tiene como

columnas las imagenes de los vectores de la base.
Aqui, la base es {|0), |1)}.

Paso 1: Expresar 7|0) y T|1) en la base computacional

TI0) = 1+) = =10} + =1 = G)

1) = =) = 510) = 511) = 5 (_11)

Paso 2: Construir matriz

Las columnas son los coeficientes de T'0) y T'|1):

Esta es la matriz de Hadamard, H.
Verificacion: H|0) = |+), H|1) = |—), por definicién.

Interpretacion: Esta transformacion es la puerta de Hadamard, que rota la base compu-
tacional a la base de Hadamard. Es esencial para crear superposicion y en mediciones en

bases alternativas.

1 3
Calcula el nucleo y la imagen de la transformacién cudntica A = ( , 1). LEs
—1i

invertible?

Solucién detallada:

Concepto clave: El nicleo (kernel) de A es el conjunto de vectores que A envia al vector
cero. La imagen (range) es el espacio generado por las columnas de A. Una matriz es

invertible si y solo si su niicleo es trivial {0}, o equivalentemente, si det(A) # 0.

Paso 1: Determinante
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det(4) = (1)(1) = (i)(~i) =1~ [i- (~i)] = 1 - [] = 1~ [1] = 0

El determinante es cero, por lo que A no es invertible.
Nota de dlgebra: i - (—i) = —i* = —(—1) = 1.

Paso 2: Ntcleo — resolver Ax =0

0-

La primera ecuaciéon da: x + iy =0 = x = —iy.

Comprobamos que la segunda ecuacion es automaticamente satisfecha:

—ir+y=—i(—iy) +y=(=)(-)y+y="y+y=-y+y=0 v

Las dos ecuaciones son dependientes (lo predeciamos porque det(A) = 0). La solucién

general es x = —uy, con y € C libre.

Ntcleo: ker(A) = span{ (_12) }

Verificacion directa:

A(—z’):(1-(—z‘)+z’-1):(—i+i):< 0 ):<0) ,
1 —i-(—1)+1-1 i? 41 -1+4+1 0

Paso 3: Imagen

Como rango(A) = 2 — dimker(A) = 2 — 1 = 1, la imagen es unidimensional. Las dos

columnas de A son linealmente dependientes (coly = i-coly):

v 1 : : 9
(1) =1 (—z) pues i-(—i)=—i"=1V
Por lo tanto: Im(A) = span{ (_1) }

Interpretacion: A no es invertible (ni unitaria), por lo que no puede representar
una puerta cuantica. Podria modelar, por ejemplo, un canal cuantico no unitario o una

operacion de medicion.
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Ejercicio 36

2 1+

- 0 ) que representa un Hamiltoniano
—1

Diagonaliza la matriz hermitica H = (

cuantico.

Solucién detallada:

Concepto clave: Un Hamiltoniano cudntico debe ser hermitico (H = HT) para tener
autovalores reales (energias fisicas). Diagonalizarlo significa encontrar una base de estados

propios (estacionarios) y sus energias.

Paso 1: Verificar que es hermitica

i [ 2 1+iT_ 2 A U G- S A R
\1—=i o ) \a+dr o ) \1-i o )

Es hermfitica.
Paso 2: Encontrar autovalores

Resolvemos det(H — AI) = 0:

1—7 =X
Calculamos:
1+)(1—-i)=1-i*=1—(-1)=2
Entonces:
“A2=X)—2=-22+ X -2=)N-21-2=0
Resolvemos:

N \/(—2)22— 41)(=2) 2+ \/24‘+ 8 _2 izm _2 ij\/g =1+£V3

Autovalores: \; = 14+ /3, Aa = 1 — +/3 (ambos reales, como debe ser).
Paso 3: Encontrar autovectores

Para A\ = 1+ /3:
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Resolver (H — M\ I)v=0

H_M:(z—(ux/ﬁ) 14 ):(1—\/5 14

1—i —(1++/3)

Ecuacién: (1 —/3)z + (14+14)y =0

Despejamos x:

Racionalizamos denominador:

1+i 1+v3  (1+)1+v3)  (1+49)(1+V3)

1—i —-1-—+/3

1-V3 1+v3  1-3 =2

Entonces:

(1+1)(1++3)
5 Yy

r =

Elegimos y = 2 para simplificar:

r=1+)(1+V3), y=2

Entonces, autovector (no normalizado):

o ((1 +i)(1 +¢§))
b 9

Para Ay = 1 — v/3:

C(2-(-VB)  1+i ) [1+V3 1+
o (0

1—i —(1—+/3)
Ecuacién: (14 v3)z + (1+4)y =0

141

1+ v3”

Racionalizamos:
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1+i 1-+v3 (14+)(1-+v3) (1+i)(1—+3)

1+v3 1-v3  1-3 —2

Entonces:

(191 =)
T = 5 Y

Elegimos y = 2:

(1+4)(1—+3)
Vo =
2
Paso 4: Normalizar (opcional, para base ortonormal)
No se pide, pero en fisica cuantica se normalizan los estados propios.

Por ejemplo, para vy:

Vill? = [ (VB P2 = [T+ 14VEP+4 = ()(142V/3+3)+4 = 24+2VB)+4 = 8+4V5+4 =

Luego dividir por /12 + 4v/3, pero es engorroso — en muchos contextos se deja no

normalizado o se normaliza numéricamente.

Interpretacion fisica: Los autovalores son las energias posibles del sistema. Los au-

tovectores son los estados estacionarios. Al ser hermitica, garantiza evoluciéon unitaria
U(t) = e /N,

En el espacio dual, define el funcional lineal (1| = (1,4) sobre C2. Calcula (|0) y
{$[1).

Solucién detallada:

Concepto clave: En notacién de Dirac, (1| es un bra, un funcional lineal que acttia sobre

kets. Aqui, (¢| = (1,4) significa (1] = 1- (0| +1 - (1].
Paso 1: Calcular (¢|0)

1
(¥|0) = (1,4) (0) =1-1+7-0=1
Resultado: 1
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Paso 2: Calcular (¢|1)

(¥[1) = (1,4) ((1)) =1-0+i-1=1i

Resultado: ¢

Interpretacion: Este bra no corresponde al dual de un estado fisico normalizado, porque
(WY|Y) = (1,4) li) =1-14i-(—i)=141=2+# 1. Pero como funcional lineal, esta
bien definido.

Ejercicio 38

Una medicién proyectiva sobre el estado [¢)) = «|0) + 5|1) usando el proyector
Py =10)(0|. Calcula Py|¢) y la probabilidad asociada.

Solucion detallada:

Concepto clave: En la medicién proyectiva, aplicar un proyector P; al estado da el estado

colapsado (no normalizado), y (| P;|¢) da la probabilidad.
Paso 1: Aplicar Fy a |¢)

Bolgp) = 10)(0[([0) + 5[1)) = «|0)(0[0) + £]0){0[1) = |0) - 1 + 5]0) - 0 = a|0)

Resultado: a0)
Paso 2: Probabilidad

P(0) = (Y| Pol) = (¢]a]0) = o™ (¢[0)

Pero mejor:

(Y1Po]) = (a(0] + B*(1])(a]0)) = a"a(0]0) + B*a(1]0) = |af* - 1+ f*a - 0 = |af*

Probabilidad: |a/?

Interpretacion: Esto es la regla de Born. El estado colapsa a |0) con probabilidad |a|?, y

el estado post-mediciéon (normalizado) es |0).
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Ejercicio 39

Resuelve el sistema lineal que modela la evolucién de un qubit bajo ruido:

poo = —YpPoo + VP11 (6)
P11 = YPoo — VP11 (7)
Po1 = —%Pm (8)

Solucion detallada:

Concepto clave: Este sistema modela un canal de dephasing o bit-flip parcial. pgg, p11

son poblaciones, py; es coherencia.
Paso 1: Notar que py + p11 = 1 (traza unitaria)

Sumamos (6) y (7):

poo + p11 = (—=vpoo + vp11) + (Ypoo — Yp11) =0

Entonces, poo(t) + p11(t) = constante = pgo(0) + p11(0) = 1
Conservacion de traza.

Paso 2: Resolver para py

Sea x(t) = poo(t), entonces p11(t) =1 — z(t)

Sustituimos en (6):

t=—yr+y(1—1z)=v—2vx

EDO lineal: & 4 2vx = v

Solucion general: x(t) = x,(t) + 2, (%)

Homogénea: iy, + 2yz, = 0 = x5 (t) = Ce

Particular: constante, xz, = A, entonces 0 +27A =v = A = %

Entonces:

1
x(t) = 3 + Ce "

Con condicién inicial 2(0) = pgo(0):

1 1
poo(0) = ;tC= C' = poo(0) — 3
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Entonces:

poo(t) = ; + <Poo(0) - ;) e

1 1\ _
p11(t) =1 —poo(t) = 5 (Poo(o) - 2) e "
Paso 3: Resolver para pg;
Ecuacién (8): po1 = —3 por
Solucién: poi(t) = po1(0)e /2
Solucién completa.

Interpretacion fisica: Las poblaciones pg, p11 tienden a 1/2 (estado completamente
mixto), y la coherencia pg; decae exponencialmente. Esto modela decoherencia o relajacién
T1.

Ejercicio 40

Calcula la traza de las matrices de Pauli: Tr(7), Tr(X), Tr(Y), Tr(Z). ;Qué nos dice

esto sobre la medicion promedio?

Solucion detallada:

Concepto clave: La traza de un operador es la suma de sus autovalores. En estados
completamente mixtos, (A) = Tr(Ap) = Tr(A)/d para p = 1/d.

Paso 1: Calcular trazas

10

I:( >:>Tr(I):1+1:2
01
01

X:(l 0):>Tr(X):0+O:O

Z = (1 01> = Tr(Z)=1+(-1)=0

Resultados: Tr(/) =2, Tr(X) =Tr(Y) =Tr(Z) =0

Paso 2: Interpretacion — medicién promedio
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En un estado completamente mixto p = é, el valor esperado de un observable A es:

(A) = Tr(Ap) = Tr (Aé) _ ;Tr(A)

Entonces:
- (I) = 1 -2 =1 (correcto, pues I siempre da 1) - (X)=1-0=0-(Y) =0, (Z) =0

En ausencia de polarizacién (estado completamente aleatorio), el promedio de las observa-

bles de Pauli (que miden espin en x,y,z) es cero — no hay direcciéon preferida.

Ejercicio 41

10
Encuentra la descomposicién en valores singulares (SVD) de la matriz A = (0 )
i

que aparece en ciertos algoritmos cuénticos.

Solucién detallada:

Concepto clave: La SVD de una matriz A es A = ULV, donde U, V son unitarias y ¥

es diagonal real no negativa. Los valores singulares son raices de autovalores de ATA.

Paso 1: Calcular ATA

AT:(l o)’ ATA:(l o)<1 0):(1 0 ):(1 0):[
0 —i 0 —i/\o i 0 (—i)(3) 0 1

Autovalores de ATA: 1, 1 — valores singulares: oy = 1,09 = 1

()

Paso 3: Encontrar V — autovectores de ATA =1

Paso 2: Matriz X

Cualquier base ortonormal sirve. Elegimos la canénica: V = I

Paso 4: Encontrar U — de A = UXVT

A=UXVI=UII=U=U=A

Entonces, SVD: A= A-1-1IT

1 0 1 0 1 0
Verificacién: U = A es unitaria? AAT = (0 ) ( ) = (O 1) =1V
i
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Interpretacion: Esta matriz es unitaria (es la puerta S), por lo que su SVD es trivial:

U=A YX=1,V =1. Los valores singulares son 1, como debe ser para matrices unitarias.

Ejercicio 42

—iHt

Un operador de evolucién temporal tiene la forma U(t) = e con H = wo,. Calcula

U(m/(2w)) usando la expansién exponencial.

Solucién detallada:

Concepto clave: Para operadores que cumplen A? = I, la exponencial se puede expandir

€1l Senos y cosenos.

Paso 1: Escribir H

1 0
H=wo, =w

Paso 2: Usar féormula de exponencial de matriz

Como o2 = I, entonces:

e_th _ e—ithz — COS(Wt)] — isin(u)t)(fz

(Demostracién: serie de Taylor, separando potencias pares e impares)

Entonces:

- 10y  sin(w L0y _ cos(wt) — 7 sin(wt) 0
Ult) = cos(uwt) (O 1) (1) (O —1) ( 0 cos(wt) —l—z’sin(wt))

Paso 3: Evaluar en t = 7/(2w)

U T\ e—iw~7r/(2w) 0 B e—iw/Q 0
<2w> - 0 6z'u.z-7r/(2o.)) - 0 eiw/2 -

Resultado.

i 0
Interpretacion: El resultado U (i) = ( OZ ) equivale a la rotacién R,(m/2) salvo
i
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_in/4 e—i0/2 0 e—iﬂ'/4 0
factor de fase global (e ), pues R,(0) = 0 i conf =m/2da 0 i)

—im/4

10
que difiere del resultado por la fase global e . La puerta S = 0 i es distinta: no

i
confundir ambas. Ambas son rotaciones alrededor del eje Z de la esfera de Bloch, pero S

corresponde a R,(m/2) con distinta convencion de fase global.

Ejercicio 43

1
Verifica que la matriz S = (0
i

0
) (puerta de fase) satisface S? = Z donde Z es la

puerta Pauli-Z.

Solucién detallada:

Paso 1: Calcular S?

o2 _ 10 1oy (1-1+0-0 1-0+0-¢\ (1 0} (1 0 _z
0 4 0 1 0-14+72-0 0-0+7-14 0 ¢ 0 —1
Verificado.

Interpretaciéon: Aplicar la puerta S dos veces equivale a aplicar Z. Esto es util en

compilacion de circuitos, donde se pueden reemplazar multiples S por una Z.

Ejercicio 44

Calcula el determinante y la traza de la puerta Toffoli (CCNOT) de dimensién 8 x 8.

. Es reversible?

Solucién detallada:

Concepto clave: La puerta Toffoli es una puerta clasica reversible implementada cuanti-

camente. Actia sobre 3 qubits: voltea el target si ambos controles son 1.
Paso 1: Representaciéon matricial

La matriz es una permutacién de los 8 estados de la base computacional. Especificamente,

intercambia |110) y |111), y deja fijos los demés.
Entonces, es una matriz de permutacion.
Paso 2: Determinante de una matriz de permutacién

El determinante es (—1)* donde k es el ntimero de transposiciones. Aqui, solo una trans-

posicién (intercambio de dos elementos), entonces det = —1.

Determinante: —1
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Paso 3: Traza

La traza es el nimero de puntos fijos (estados que no cambian). Hay 6 estados fijos: todos
excepto |110) y |111).

Traza: 6
Paso 4: ;Reversible?

Como det = —1 # 0, es invertible. Ademds, es unitaria (todas las puertas cudnticas lo

son), y su inversa es ella misma (Toffoli es involutiva).
Es reversible.

Interpretacién: Toffoli es universal para computacion clasica reversible y es clave en
computacién cuantica para implementar logica clasica. Nota: det(Toffoli) = —1 tiene mé-
dulo 1, como corresponde a toda transformacion unitaria. Las puertas cuanticas pertenecen
a U(N) (unitarias), no necesariamente a SU (V) (unitarias especiales con det = +1); por

eso el determinante —1 es perfectamente admisible.

Ejercicio 45

cosf siné

Una transformacién cuantica estd dada por la matriz ( ) Para qué

—sinf cosf
valores de 0 es esta matriz unitaria?

Solucién detallada:

Concepto clave: Una matriz real es unitaria si y solo si es ortogonal: AAT = I.

Paso 1: Calcular AAT
= cosf) sinf AT — cosf) —sind
—sinf cosf)’ sinf cos®
AAT — cosf siné cosf —sinf
—sinf cos® sinf cos®
Calculamos elemento (1,1):

cosf - cosf +sinf -sinf = cos®f +sin’f = 1

Elemento (1,2):

cos® - (—sinf) +sinf - cos = — cosfsinf + sinf cosf = 0
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Elemento (2,1):

—sinf - cosf 4 cosf -sinf =0

Elemento (2,2):

—sinf)(—sinf) + cosf - cosf = sin?H + cos’ f = 1
(

Entonces:

AAT = ((1) (1)) =1 para todo ¢

Es unitaria para todo 6 € R.

Interpretaciéon: Esta matriz representa una rotacion en el plano real. En computacion

cuantica, es equivalente a R,(—26), una rotacién alrededor del eje Y de la esfera de Bloch.

Espacios de Hilbert

Ejercicio 46

Calcula la norma del estado cudntico 1) = 110) + §|1> en el espacio de Hilbert C2

Solucion detallada:

Concepto clave: En un espacio de Hilbert, la norma de un vector de estado |¢) se define

como ||[)|| = +/(]1). Para estados fisicos, debe ser 1 (normalizacion).
Paso 1: Calcular producto interno (|v)

Primero, escribimos el bra:

(W] = <;>* (0] + <\2§)* (1| = ;<0| + ?(H (pues son reales)

Entonces:

wiv) = (Jo1+ L) (G0 + )

Distribuimos:
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11 1 V3 V3 1 V3 V3
S Y0y + Y2 S0y - X2 Y2
=220+ 4 Lo + 2 g + 2
Usamos ortonormalidad: (i|j) = 0;;
V3 V3 1 3

Paso 2: Norma

)| = /(W) =v1=1

El estado estd normalizado.

Interpretacion fisica: En la esfera de Bloch, |1) = cos(6/2) |0) + € sin(6/2) |1). Aqui
¢ =01y cos(8/2) = %, luego /2 = %, de donde 0 = %” = 120°. Este estado queda situado

en el hemisferio inferior de la esfera de Bloch, a 120° del polo norte |0).

Ejercicio 47

Encuentra la distancia entre los estados [11) = |0) y |¢) = 7(|0) + 1)) usando la

métrica inducida por el producto interno.

Solucion detallada:

Concepto clave: En un espacio de Hilbert, la distancia entre dos vectores se define como
1) = o)l = \/(br = alor — ).
Paso 1: Calcular |¢);) — [1)s)

m%m#@—ém+m:03@m—ém

Paso 2: Calcular norma al cuadrado

(Y1 — olthy — o) = ‘1 — \}5 + ‘—\}5 (por ortonormalidad)
L1 2 2 DRI A U BEPRRY T S SIPY
(‘w) (w) (‘«5*2)*2“ Tt

Paso 3: Distancia

=2 - V2~ /21,4142 = /0,5858 ~ 0,7654
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Resultado exacto: \/2 — V2

Interpretacion: Esta distancia cuantifica cuan "diferentes'son los estados. En la esfera
de Bloch, |0) estd en el polo norte, |+) en el ecuador — el angulo entre ellos es 90°, y la
distancia de cuerda es /2 — 2cosa = /2 — 0 = /27 jError!

Correccion: el angulo a entre vectores en Hilbert no es el mismo que en Bloch. En Bloch,
el dngulo entre |0) y |+) es = 90°, pero la distancia en Hilbert es /2 — 2|(¢|1)9)| para

estados normalizados.

Aqui, (1]1e) = (0]4) = %, entonces [(1]i)| = %, y la distancia de Fubini-Study

es arccos(|(¢1|vn)|) = arccos(1/v/2) = /4, pero la distancia euclidea en Hilbert es

\J2—2- % = /2 — V2, que coincide.

Ejercicio 48

Demuestra que los estados |+) = %(l@) +1) y =)= %(|O> — |1)) forman una base

ortonormal.

Solucion detallada:

Concepto clave: Una base ortonormal debe ser ortogonal, normalizada, y generar el

espacio.

Paso 1: Ortogonalidad

(1) = (<501 + 0D ) (75000 = 1)) = SO0 =0+ - (1) = §1-040-1) =0

Ortogonales.

Paso 2: Normalizacion

(+) = 501+ {D00) + 1) = 50 +0+0+1) = 1

1 1
(==) = (0 = {0} = 1)) =51 -0-0+1) =1
Normalizados.
Paso 3: Generan C?
Cualquier estado [1)) = a|0) + 5|1) se puede escribir como:
) = cil+) +c-|=)
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Resolvemos:

0) +[1) 0) —11) _ ey +e
V2

al0) + BIL) = cs

Entonces:

_Cyteo 3 Cy —C_
V2 V2
Sistema con solucién:
a+p a—pf
C_ g

Generan todo el espacio.
Por lo tanto, {|+),|—)} es una base ortonormal.

Interpretacion: Esta es la base de Hadamard, usada en mediciones en el eje X de la

esfera de Bloch. Espectralmente, es la base propia de o,.

Ejercicio 49

3
1

(valores de medicién posibles) y autovectores (estados propios).

Un observable cuantico tiene la matriz A = ( ) Encuentra sus autovalores

Solucion detallada:

Concepto clave: Los autovalores de un observable (matriz hermitica) son los posibles

resultados de medicion. Los autovectores son los estados en los que el sistema colapsa.

Paso 1: Verificar hermitica

T
31 3 1

Al = = = A (real y simétrica)
11 11

Paso 2: Autovalores

Hermitica.

3—A 1

det(A — M) = det
1—-A

) =(B=N1-XN)—1-1= A =4 \+3-1=N—4\+2 =0
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4++/16 — 4+ 4422
= 26 8 _ 2\/§_ 2\/__2i\/§

A

Autovalores: Ay =2+ v/2, Ay =2 — /2
Paso 3: Autovectores

Para \; = 2+ /2:

B 3-(2+V2) 1 (12 1 B
(A—)\ll)V—O:>( . 1_(2+\/§)>V—( ) _1_\/§>V—0

Ecuacién: (1 —v2)z+y=0=y=(v2 - 1)z

Elegimos z = 1, entonces y = v/2 — 1

1
Autovector:
(ﬂ - 1)

Normalizamos:
IV[P=124(vV2—-1P2=1+4+(2-2V24+1)=1+3-2V2=4-2V2

1 1
SN (\/5—1)

Para Ay = 2 — /2

_(3-(2-V2) 1 (142 1
(A_AQD( 1 1—(2—\/5))( 1 —1+\/§)

Ecuacién: (1+V2)z+y=0=y=—(1++2)x
Elegimos z =1, y = —1 — /2

Normalizamos similarmente.

Autovalores y autovectores encontrados.

Interpretacion: Al medir este observable, obtendremos 2 + V202-— \/5, y el estado

colapsara al autovector correspondiente.
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Ejercicio 50

Aplica el operador Hadamard H al estado |1) y calcula la probabilidad de medir |0)

en el estado resultante.

Solucién detallada:
Concepto clave: La puerta Hadamard crea superposicién. Aplicada a |1), da |—).

Paso 1: Aplicar H

PRI CEE RN ()N AY R SUES EEUR SN S I W VRS R
V2 - ) ve o+ -y Vel ve

Paso 2: Probabilidad de medir |0)

P(|0)) = [{0]=) > = |<0||0>\;§\1>

Resultado: &

Interpretacion: Hadamard transforma la base computacional en la base de Hadamard.

Medir en la base computacional tras aplicar H da resultados aleatorios.

Construye el producto tensorial 1)) ® |¢) donde |¢) = \/ig(|0> +11) y |¢) = |1).

Solucion detallada:

Concepto clave: El producto tensorial combina sistemas cuanticos. Para kets, se distri-

buye.

Paso 1: Aplicar definicion

91 816) = 75100+ 5l ) @ 1) = T5(10p 8 1) + (1) @ 1)

Paso 2: Notacion estandar

~ Lo+ L
V2 V2
Resultado.

Verificaciéon de normalizacién:
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2
1 1

= — —:1
2+2

1 Ak
V2 V2
Interpretacion: Este es un estado producto (no entrelazado). El primer qubit esta en

superposicién, el segundo en [1).

Calcula el producto de Kronecker entre las matrices de Pauli X ® Z y verifica sus

propiedades como operador de dos qubits.

Solucion detallada:

Concepto clave: El producto de Kronecker A ® B acttia en espacios compuestos. Para

matrices 2x2, da una 4x4.

Paso 1: Recordar matrices

Paso 2: Calcular X ® Z

0 1 0
0-Z72 1-7 0 0 -1
X® 7= =
1-Z2 0-Z2 1 0 0
0 -1 0 0

Paso 3: Verificar hermitica

(X2 =X'®Z'=X®Z (pues X y Z hermiticas)

Hermitica.

Paso 4: Verificar unitaria

(X XR2)=X*QZ*=11 = I,

Unitaria (y ademas involutiva).

Interpretacion: Este operador voltea el primer qubit y aplica fase al segundo. Es ttil en

correccion de errores y en generacion de entrelazamiento.
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Un sistema de dos qubits estd en el estado entrelazado |¥) = —-(|01)+]10)). Construye

2
su matriz densidad p = |U)(¥|.

Solucion detallada:

Concepto clave: La matriz densidad de un estado puro [¢)) es p = |¢)(1)|. Para estados

entrelazados, no se puede factorizar.

Paso 1: Escribir |V) y (V|

1

V2

Paso 2: Calcular producto externo

W) (101) +110)),  (¥] = —=((01] + (10])

N

1 1
p = )(¥] = 5(101) + [109) ((01] + (10[) = 5 ([01)(01] + [01){10] + |10)(01] + [10){10])
Paso 3: Representar en base computacional {|00), |01),]10), [11)}

- 101)(01] es matriz con 1 en (2,2) - |10)(10| es matriz con 1 en (3,3) - |01)(10| es matriz
con 1 en (2,3) - |10)(01| es matriz con 1 en (3,2)

Entonces:

0000
1{0 1 10
P=3
210110

0000

Matriz densidad.

Verificacién: Traza = (0 + 1+ 1+0) =1, y p*> = p (puro), y autovalores 1,0,0,0.

1
2
Interpretacién: Este es el estado de Bell |U*). Su matriz densidad muestra coherencias

fuera de la diagonal, indicando entrelazamiento.

Ejercicio 54

Para el estado mixto p = £]0)(0] + 3|1)(1], calcula la traza parcial y verifica que es

un estado valido.

Solucion detallada:

Concepto clave: Este estado es de un solo qubit. La traza parcial no aplica directa-
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mente, pero si lo consideramos como subsistema, la traza parcial sobre "nada.® él mismo.

Verificamos que es un estado valido.

Paso 1: Escribir en forma matricial

10 00
0)(0] = (0 0), 1= (0 1)
_1f1 0y 1{0 0\ (3 0\ I
#=2\0 o) "20 1) Mo 1) T2

Paso 2: Verificar condiciones de matriz densidad

- Hermitica: si, es diagonal real. - Semidefinida positiva: autovalores 1/2, 1/2 > 0. - Traza
=1/2+1/2=1

Es un estado valido (completamente mixto).

Interpretacion: Este estado representa maxima incertidumbre: probabilidad 50 % de |0)

y 50 % de |1). No tiene coherencias.

Calcula la entropia de von Neumann S(p) = —Tr(plog, p) para el estado completa-

mente mixto p = %I donde I es la matriz identidad 2 x 2.

Solucién detallada:

Concepto clave: La entropia de von Neumann mide la incertidumbre o mezcla de un

estado. Para estados puros, S=0; para completamente mixtos, es maxima.

Paso 1: Autovalores de p

p= %I, entonces autovalores: A\ = %, Ay = %
Paso 2: Aplicar férmula
1 1 1 1 1 1
5(6) =~ S hiloga i =~ (Gloga y + glomy g ) = = (G- + (1) = ~(-1) =1

Resultado: 1 bit.

Interpretacion: Este es el maximo de entropia para un qubit. Indica completa aleatoriedad:

no hay informacion sobre el estado del sistema.
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Ejercicio 56

Dos qubits estén en el estado producto [¢)) = |0) ® |+). Escribe este estado en la base
computacional {|00),|01),|10), |11)}.

Solucion detallada:

Concepto clave: Un estado producto significa que no hay entrelazamiento. El estado

total es el producto tensorial de los estados individuales.

Recordamos que:

0) +[1)
V2

+) =

Entonces:

) ey 1 N
|¢>—|o>®|+>—|o>®<ﬁ) 5002 100+ 100 1) = = (100) + o1)

Resultado: |¢) = f |00) + \/5 101)

Verificacion de normalizacion:

Normalizado.

Interpretacién fisica: El primer qubit estd definitivamente en |0), y el segundo esta en
superposicién |+). No hay correlaciones cudnticas (entrelazamiento). Si medimos el primer

qubit y obtenemos 0, el segundo sigue en |+).

Calcula la fidelidad cudntica F([¢),|¢)) = [(¥|¢)|* entre los estados |1) = [0) y
|¢) = cos(m/4)|0) + sin(m/4)|1).

Solucién detallada:

Concepto clave: La fidelidad mide la “cercania” entre dos estados cudnticos. Para estados

puros, es el solapamiento al cuadrado.

Paso 1: Escribir |¢)

cos(m/4) = sin(n/4) = \f, entonces |¢) = @\O) + @]D +)
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Paso 2: Calcular producto interno

_ o (100D 1 1 ! IR
(¢]¢) = (0[+) = (0] (\@) = —5(000) + ﬁ«)’” v 1+ E’O -

Paso 3: Fidelidad

Sl

Resultado: %

Interpretaciéon: La fidelidad 0.5 indica que los estados estdan a 90 grados en la esfera

de Bloch (|0) en polo norte, |[+) en ecuador). Es la maxima diferencia para estados no

ortogonales.

Ejercicio 58

Un qubit sufre un canal de bit-flip con probabilidad p = 0,1. Su matriz densidad
evoluciona como p’ = (1 —p)p + pXpXT. Si p = |0)(0], calcula p'.

Solucién detallada:

Concepto clave: Un canal de bit-flip modela un error que voltea el estado del qubit con

probabilidad p. La operacion se describe mediante operadores de Kraus.

Paso 1: Aplicar férmula

p = (1-10,1)[0)(0] + 0,1 - X]0)(0|XT

Sabemos que X|0) = [1), y XT = X (pues hermitica).

Entonces:

XJ0)(0[x" = [1)(1

Paso 2: Sustituir

P =0,90)(0[+0,1[1)(1]

En forma matricial:
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Resultado.
Verificaciéon: Traza = 0.9 + 0.1 = 1, hermitica, autovalores positivos — estado vélido.

Interpretacién: El qubit ahora tiene 90 % de probabilidad de estar en |0) y 10 % en |1).

Es un estado mixto que modela incertidumbre clésica por ruido.

Ejercicio 59

Para el operador A = [0)(1| + |1)(0|, encuentra su adjunto A y verifica si A es

hermitico.

Solucion detallada:

Concepto clave: El adjunto de un operador se obtiene conjugando y transponiendo en la

base computacional. Un operador es hermitico si AT = A.

Paso 1: Regla para adjunto de operadores ket-bra

(1) (3T = 15) (|
Entonces:

A= (j0) (AT + (J1){0D! = [1){0] + [0)(1] = A

AT = A, por lo tanto, es hermitico.

Paso 2: Forma matricial (verificacion)

0)(1] = ((1)) (0 1)= (8 (1]) [1)(0] = (2) (1 0)= ((1) 8)

Claramente, X7 = X, hermitica.
Confirmado.

Interpretacion: Este operador es la puerta Pauli-X, que corresponde a un bit-flip. Como

observable, sus autovalores son +1, y sus autovectores |+),|—).
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Ejercicio 60

Construye el operador de medicion My = |0)(0| y M; = |1)(1]. Verifica que forman

una medicién completa: My + M; = 1.

Solucién detallada:

Concepto clave: En la medicién proyectiva, los operadores de medicion deben sumar la

identidad para conservar la probabilidad total.

Paso 1: Escribir operadores

Paso 2: Sumar

Verificado.

Interpretacion: Estos operadores corresponden a la medicién en la base computacional.
La probabilidad de obtener 0 es Tr(Myp), y de 1 es Tr(M;p). La suma de probabilidades
es Tr((My + My)p) = Tr(Ip) = 1.

Ejercicio 61

Un sistema cudntico evoluciona segin [)(t)) = e "#¥/"|)(0)) con H = hwo,. Si

[(0)) = |+), encuentra [4(m/(2w))).

Solucion detallada:

Concepto clave: La evolucion unitaria bajo un Hamiltoniano fijo rota el estado en la
esfera de Bloch.

Paso 1: Simplificar operador de evolucién

U(t) — e—th/h _ e—i(ﬁwaz)t/h _ e—iwtaz

Como ¢? = I, usamos:
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e 7 — cos@] —isinfo,, conl=wt

Entonces:
10 1 0 t) —isin(wt 0
U(t) = cos(wt) i sin(wt) _ [ cos(wt) —isin(wt) , -
01 0 —1 0 cos(wt) + i sin(wt)
. : — — 10)+1)
Paso 2: Aplicar a [¢(0)) = [+) = =3

|wm=UWﬂ=(ife&)&(ﬁ=i§ﬁ£j=iﬂfmm+wmﬁ

Paso 3: Evaluar en t = 7/(2w)

wt =w 525
1) = 5 (¢70) + 621)) = T i)+ 1) = = oy + ) = D10

Resultado: i|—)

Interpretacion fisica: La fase global i no es observable. El estado fisico es equivalente a
|—). En la esfera de Bloch, partimos de |+) (eje X), y la evolucién bajo o, lo rota alrededor

del eje Z, llevandolo a |—) (eje -X) en tiempo ¢t = 7/(2w).

Ejercicio 62

2
Calcula la norma del operador (norma espectral) para la matriz A = ( ) i)
—1

encontrando su mayor valor singular.

Solucién detallada:

Concepto clave: La norma espectral (o norma-2) de una matriz A es su mayor valor
singular: ||Al|2 = omax. Para una matriz hermitica, los valores singulares son los valores

absolutos de sus autovalores: o; = |\;|. Por tanto, basta encontrar los autovalores de A.

Paso 1: Verificar que A es hermitica
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AT . s )
L))
—7 1 7 1* —7 1

A es hermitica, por lo que sus autovalores son reales.

Paso 2: Calcular autovalores de A

—A l

2
det(A — M) = det ,
- 1—=A

) = (2=X)(1=A)—(3)(—i) = N2 =3X4+2—1 = \*=3\+1 =0

Nota: (i)(—i) = —i* = 1.

3+V9-4 3+45
B 2 2

3+5 3—5
9 9

A

Autovalores: \; = ~ 0,382.

~2618 y A=

Ambos son positivos (pues 0 < V5 < 3), lo que ademéds confirma que A es definida positiva.
Paso 3: Norma espectral

Como los autovalores son positivos, los valores singulares coinciden con ellos:

Oméx = A= 5t \/g ~ 276].8
2
3+5
4l = 2%

Interpretacion: La norma espectral mide el maximo factor de amplificacion que A puede

aplicar: para cualquier vector unitario |v), ||A|v)|| < 3+2‘/5, y existe un |v) para el que se

alcanza esa cota.

Ejercicio 63

Dos estados cudnticos tienen matrices densidad p; = 31 y p» = |0)(0]. Calcula la

distancia de traza D(py, p2) = Tr(|p1 — pal).

Solucién detallada:

Concepto clave: La distancia de traza mide la distinguibilidad entre dos estados cuanticos.
| - | denota la raiz cuadrada de (p; — p2)?, pero para matrices hermiticas, es la suma de

valores absolutos de autovalores.

29



Paso 1: Calcular p; — ps

Paso 2: Autovalores de p; — p

Claramente, autovalores: \j = —%, Xy =1
Paso 3: |p; — p2| tiene autovalores |\
Entonces, Tr(|p1 — p2|) = ‘—%‘ + ‘%) =14+1=1
Paso 4: Distancia de traza

D=l 1=

Interpretacién: La distancia maxima entre dos estados de un qubit es 1. Aqui, D =

1

5 indica distinguibilidad parcial: p; = % es el estado completamente mixto (méxima

ignorancia), mientras que ps = |0)(0] es un estado puro.

Ejercicio 64

En un experimento de teletransportacién cuantica, Alice tiene un qubit en estado
|t)) = a|0) +5|1) y un estado entrelazado compartido |®7). Calcula el estado conjunto

inicial del sistema de tres qubits.

Solucién detallada:

Concepto clave: En teletransportacion, el estado inicial es el producto del qubit a

teletransportar y el par entrelazado entre Alice y Bob.
Paso 1: Definir estados

- Qubit de Alice (a teletransportar): [10) 4 = «|0) 4 + 1) 4 - Estado entrelazado compartido:
| DT ap = %(|OO>AB +|11) 4p), donde A es el qubit de Alice, B el de Bob.

Paso 2: Estado conjunto (tres qubits)

Orden: qubit de Alice (estado desconocido), qubit de Alice (mitad del entrelazado), qubit
de Bob.

Entonces:
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[total) = [¢) 4 @ [®T)ap = (a]0)a + B]1)4) ® —=(|00) a5 + [11) 4B)

1
N

5 11004(100) 45 + [11)ap) + 51 4(|00) 45 + [11) 45)]

Sl

1
= — [Oz‘voAOB> + Oé|OA1AlB> + ﬁ|1AOA03> —+ 5’1A1A18>]

V2

Para claridad, etiquetemos los qubits como 1 (estado a teletransportar), 2 (qubit de Alice
del par), 3 (qubit de Bob):

o) — ;5 (]000) + a[011) + B]100) + B|111))

v' Estado inicial del sistema de tres qubits.

Interpretacion: Este estado es la entrada al protocolo de teletransportacién. Alice aplicara
puertas CNOT y H a sus dos qubits, medira, y enviara los resultados clasicos a Bob, quien

aplicara correcciones.

Ejercicio 65

Para un sistema de dos qubits en estado separable 1)) = |14) ® |g), demuestra que

la entropia de entrelazamiento (entropia del estado reducido) es cero.

Solucion detallada:

Concepto clave: La entropia de entrelazamiento mide el grado de entrelazamiento. Para

estados separables, es cero.

Paso 1: Matriz densidad del sistema

pap = [V) (U] = ([¥a) ® [¢¥5))((Val @ (¥5]) = [Ya) (Yal @ [¥5) (¢5]

Paso 2: Estado reducido de A — traza parcial sobre B

pa = Trp(pap) = Trp(|Ya) (Va|®[vp) (¥B]) = [Ya)(Val Tr([B)(¥a]) = [Pa) (Yal-1 = [a) (P4l

(pues Tr(|¢p)(¢sl) = (Yslds) = 1)

Paso 3: Entropia de von Neumann de py4
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S(pa) = —Tr(palog, pa)

pa = |1a){¥a| es un estado puro (rango 1, autovalor 1). Entonces:

S(pa) = —(1-logy 1) = —(1-0) = 0

Interpretacion: Esto confirma que los estados separables no tienen entrelazamiento.
La entropia del subsistema es cero porque el subsistema estd en un estado puro, sin

correlaciones cuanticas con el otro.

Espacios de Hilbert y Operadores

Ejercicio 66

Sea el espacio de Hilbert H = C2. Dados los vectores

1 T+
'“>=(Z-)’ |v>=( ; )

calcule el producto interno (u|v) y la norma ||v]|.

Solucion detallada:

Concepto previo: producto interno en C?

En un espacio de Hilbert complejo CV, el producto interno (o producto escalar hermitico)

entre dos vectores |u) y |v) se define como:
N
(ulv) = ulv =" uj vy,
k=1
donde uj, denota el conjugado complejo de la componente uy. Este producto interno es
lineal en el segundo argumento y antilineal en el primero (convencion de fisica).

Paso 1: Calcular (u|v)

Primero construimos el bra (ul:
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Ahora multiplicamos (u| por |v):

(ulo) = (1 —i) (1;2) —1-(1+0)+ (=) 2=(1+)+(=2) =1+i—2=1—1i.

(ulvy =1—1

Paso 2: Calcular la norma |[v||

La norma de un vector |v) se define como:
[o]] = /{vlv).

Calculemos (v|v):

(= (1+q) 27)=(1-3 2).
(o) = (1—i 2) (1"2”) —(1-D1+d)+2-2
Caleulemos (1 — 7)(1 + 1):
1—)(14+i)=1"—=1—(-1)=2.

Por tanto:
(vjv) =244 =6.

loll = V6

Ejercicio 67

Verifique la desigualdad de Cauchy—Schwarz |(p,q)|* < (p,p) (¢, q) para p(t) =ty
q(t) = 1 en L?([0,1]) con producto interno (f, g) = fy f(t)g(t)dt.

Solucion detallada:

Concepto previo

La desigualdad de Cauchy—Schwarz establece que para cualquier par de vectores en un

espacio con producto interno:

(o, ) < (p,p) - (g, 9).
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La igualdad se alcanza si y solo si p y ¢ son linealmente dependientes.

Paso 1: Calcular (p, q)

Yotdi= [ td al)
q) = t-lt:/tt:— =
(P, q) /0 ; [210 5

Paso 2: Calcular |(p,q)|* (lado izquierdo)

Paso 3: Calcular (p,p)

1 ; 12d 811
D) = t-tt:/t t=|o| ==
(p,p) /0 ; [310 3

Paso 4: Calcular (q, q)

1 1
(q,q>=/ 1-1dt:/ dt = 1.
0 0

Paso 5: Calcular el lado derecho

(p,p) - {2, 9) :;.1:;

Paso 6: Verificar la desigualdad

< v

o |
Wl =

La desigualdad se cumple estrictamente (<, no =), lo cual es consistente con el hecho de

que p(t) =ty q(t) = 1 no son linealmente dependientes.

=—> Cauchy-Schwarz verificada.

=~ =
Wl =
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Ejercicio 68

1 2
A partir de la base no ortogonal B = {|v;) = 1) ,|ve) = <1> }, construya una base

ortonormal mediante Gram—Schmidt.

Solucién detallada:

Concepto previo

El proceso de Gram—Schmidt transforma una base {v;,vs,...} en una base ortonormal

{e1, €2, ...} mediante:

Paso general:

1. Se toma |uy) = |vq) y se normaliza: |e;) = |uy) /||u]]-

2. Se resta la proyeccion: |us) = |v9) — (e1]|ve) |e1), y se normaliza: |e3) = |ug) /||uz]|-

Paso 1: Normalizar |v;)

lorll = 112 + (12 = V2.

1 2 1 3
(erlea) = = (1 1) (1) = 52+ = 7

Paso 3: Restar la proyeccién

2\ 3 1 (1 2
ug) = |v2) —(e1]va) |e1) = (1) NGENG (1) B (1)

Paso 4: Normalizar |us)

3 (1) (2-3/2 1/2
2\1) \1-3p2 —1/2)°

lus|l = /(1/2)2 + (=1/2)2 = \/1/4 + 1/4 = \/1/2 =

Nl
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1 12\ 2\ (1/v2) 1 (1
) =173 (—1/2) = V2 (-1/2) N (—1/\/5) V2 (—1) '
Verificacion de ortonormalidad

Normas: |le1]| =+/1/2+1/2=1, e =+4/1/2+1/2=1.V

Ortogonalidad:

(61]62>:\}§(1 1).\}5(_11) :;(1_1)20. v

Ejercicio 69

*

*b; define un producto escalar complejo en CV.

Demostrar que (ulv) = ufv = SN a

Solucién detallada:

Concepto previo

Un producto interno (o producto escalar hermitico) en un espacio vectorial complejo V'

es una funcién (-|-) : V. x V — C que satisface cuatro axiomas:

1. Linealidad en el segundo argumento: (u|av + fw) = a{u|v) + S{u|w).
2. Simetria conjugada: (u|v) = (v|u)*.
3. Positividad: (u|u) > 0 para todo u.

4. Definida positiva: (u|u) =0 <= u = 0.

Inciso a): Demostracién de los cuatro axiomas
Sea (ulv) = N a’b;.
1. Linealidad en el segundo argumento:
Sean [v) = (by,...,by)T, |w) = (c1,...,en)T, y o, 8 € C.
N N
(ulav + pw) = af(ab; + Be;) =Y (aalb; + Bajc;)

i=1 =1

N N
=a) ab+ B alc=aulv)+ Bulw). v 9)
i=1 i=1
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2. Simetria conjugada:
N
(lu) =" bfa;.
i=1
Tomemos el conjugado complejo:

N

N * N N
(v|uy* = (Z bfai> = Z(bf)*af = Zbi a; = Z@fbi = (ulv). v
i=1 i—1 i=1

=1

3. Positividad:
N N
(uluy = > ata; = |a;|* >0,
i=1 i=1

ya que |a;|* > 0 para todo i. v/

4. Definida positiva:
? |2 = 0, es decir, a; = 0 para todo i. Por lo tanto,

(u|u) = =N |a;|* = 0 implica que cada |a;

u=0.V

Inciso b): Expresién de |a;|?> como producto escalar

Definamos el vector canénico |e;) = (1,0,0,...,0)". Entonces:
N
(erluy => (e)fai=1"-a1+0+---+0=aqay.
i=1

Por lo tanto:

jar* = Kealuw)|* = {ex|u)” - {ea]u).
Alternativamente, utilizando el producto (u|u):
(ulu) = lar[* + az|* + -+ + lan],

de donde podemos escribir:

Jaa|* = [ealuw) |* = (uler)(er]u)

Ejercicio 70

Dados |¢) = 7|0) +6]1), [#) = —2]|0) 4+ 16|1) y la nueva base
1) = 20y + 3 [2)-

0) = 1(0) + £ 1),

Solucién detallada:
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Inciso a): Ortonormalidad de la nueva base

Norma de ‘(N)>:

o0 - (@) () 43 <
Norma de ’1>:

o= () (33 ¢
Ortogonalidad:

Observacién: La matriz de cambio de base es una rotacién de dngulo 6 = 7/3 (607):

U (COS(?T/3) —sin(w/S)) _ ( 1/2 _\/§/2> |
sin(m/3)  cos(m/3) V3/2  1/2

Inciso b): Expresar |¢) y |¢) en la nueva base

Para escribir un estado |¢) = a|0) + b|1) en la nueva base, debemos invertir la relacién.

De \o> y \i>: ~
()-(5 =) )

)

0) + =

Invirtiendo (como U es ortogonal, U=t = UT):
0y [ 1/2 —3/2
)~ \VEe 12

V3
2

Es decir:

0=

[0 -5

1.
21>.

Alternativamente, las componentes en la nueva base se obtienen proyectando:

D,

a=(0lg), b=(1lg).
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Para |¢) = 7|0) +6|1):

By = Lor s VB 6T gyp o THOV
2 2 5
1 V3 1 T3 6-TV3
<1‘¢>:_7'7 5 67_T 3 — ;
7T+ 643 |~ 6 —7V3 |-
0 = L0315y S=TVE gy

Para |¢) = —2|0) + 16]1):

(0]0) = ; (- 2)+\f-16:—1+8\/§:—1+8\/§.

(1) = \f (— 2)+5 16 = V3 + 8.

) = (—1+8V3) [0) + (8+ V3) |T)

Inciso c): Normalizacién

Normalizacién de |¢):

6]l = V72 + 62 = /49 + 36 = V/85.

1

’¢norm> = 78(7 ’0> +6 |1>)

ot

Normalizacién de |¢):

9] = /(=2)2 + 162 = V4 + 256 = v/260 = 2V/65.

1

T (=10} +81)

|Ynorm) = (—210) +161)) =

ﬂ\

Inciso d): Probabilidad de colapsar a ’()>

La probabilidad de que el estado normalizado |¢pem) colapse a ‘(~)> es:

P(G) = ’<6|¢norm>|2'
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Ya calculamos (0|¢) = 7*3“/5, por lo que:

1 7+6vV3 7+6V3
V85 2 2V/85

(0] norm) =

7+6\/§>2 C(T+6V3)2  (T+6v3)?
208 ) B '

P(0) =
(0) < 4.85 340
Expandimos (7 + 6/3)? = 49 + 84+/3 4 108 = 157 + 84/3.

1574 84V/3

P() 340

~ 0,889

;Son hermitianos los operadores: a) A = |0) (1| +¢|1) (0|, b) B = [0) (0] + |1) (1] +
12) (3] +[3) (2]

Solucion detallada:

Concepto previo

Un operador A es hermitiano (o autoadjunto) si AT = A. Recordemos que (|a) (b])" =
b) {a] ¥ que (cA)T = c*AT.

Inciso a): A= |0) (1|4 |1) (0|

Calculamos Af:
A= ([0) ()T + (i 1) (0D = [1) 0] + (=) [0) (1] = —i [0) (1] +[1) (0]
Comparamos con A = |0) (1| +4 |1) (0[:

AV = i 10 (1] + 1) {0] # [0) (1] + 1 1) (0] = A.

Representacién matricial (para verificar):

, »
a= ("N ac (Y ).
i 0 10

Claramente A # AT,
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| A NO es hermitiano. |

Inciso b): B = |0) (0| + [1) (1| +]2) (3| + |3) (2]

Calculamos B:

BY = (|0) ()" + (1) (L)' + (12) (3D + (13) 2" = [0) 0] + [1) (1] +13) (2] + [2) (3] -

Reordenando: BT = [0) (0] + [1) (1] + |2) (3| + |3) (2| = B.

Representacion matricial 4 x 4:

o O o =
o O = O
_ o O O
o = O O

B S es hermitiano.‘

Encontrar la descomposicion espectral de K = (0) (0| + 2|1) (2| + 212) (1| — |3) (3].

Solucion detallada:

Paso 1: Representacion matricial

En la base {|0),]1),]2),|3)}:

o o O =
o N O O
S O N O

—1

Verificacién de hermiticidad: KT = K (los elementos fuera de la diagonal principal

son reales y simétricos). v/
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Paso 2: Estructura por bloques

La matriz es diagonal por bloques:

(1)

Bloque 1 x 1 (posicién |0)): Autovalor A\; = 1, autovector |0).
Bloque 1 x 1 (posicién |3)): Autovalor \; = —1, autovector |3).

Bloque 2 x 2 (subespacio {|1),|2)}):
M= (0 2).
2 0
Paso 3: Diagonalizacién del bloque 2 x 2

-\ 2
det(M — XI) = det =\ —4=0.
2 =\
A= +2.

Autovector para A\ = +2: (M —2I) |w) = 0:

—2 2 w1
=0 = w; = ws.
2 —2 W2

S

wy) = \/5(|1> +12)).

Autovector para A = —2: (M + 21) |w) = 0:



Paso 4: Descomposicion espectral

K =1 10) (0] + (+2) Jwy) (wi | + (=2) [w-) {w_| + (=1) |3) (3|

donde ;) = 22(11) + [2)) v fw_) = 2(1) — [2)).
Verificacion

Expandamos:

(+1)10) (0] +2- ;(|1> +2) (A +2]) -2 ;(|1> — 2D = 2D+ (=D [3) G|
= 10) (0] + (I1) (1] + 1) (2 + [2) (1] + [2) (2])
= (1) (] = 1) 2] = 12) (1] + [2) 2[) = [3) (3]
=10) (O] +2[1) 2[ +2[2) (A[ = [3) 3] = K. v (10)

Para H = a(|1) (1] — |2) (2| + [1) (2] + |2) (1]), encontrar energfas y autoestados.

Solucién detallada:

Paso 1: Representacion matricial

En la base {|1),]2)} (renombramos como primer y segundo vector de la base):

1 1
H=a :
Nota: Observamos que esta es la matriz de Hadamard multiplicada por av2: H =
1 1
av?2- % :

Paso 2: Ecuacion secular

—E
det(H — EI) =0 = det (“ ¢ E) —0.

a —a —

(a—E)(~a—F)—ad*=0 = —(a* - E*)—a*=0 = E?—2d*>=0.

E::I:a\/i
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Paso 3: Autoestados

1—+2 1 c1 _0
“\ 1 -l \e) T

De la primera fila: (1 —v2)c; + 2 =0 = ¢ = (V2 — 1)cy.

Para E, = +ay/2:
(H —aV2I)[¢) = 0:

Normalizando: |e;|2(1+(vV2—1)?) =1 = |e1[?(1+3-2V2) =1 = |c;]?(4—2V2) = 1.

B,) - 4—12&('” +(V2-1)12).

Para F_ = —ay/2:

De la primera fila: (1 +v/2)c; +c =0 = ¢ = —(1 +v/2)cy.

1
oL (—a+vap)
B = (I - (14 VD) 2)

Verificacion: ortogonalidad

(ByE)oc1-14+(V2-1)-(—(14+V2)=1-(V2-1D(V2+1)=1-(2-1)=0. V

Ejercicio 74

Encontrar la representacién matricial de |«) (5| en una base ortonormal completa

{lai)}-

Solucién detallada:

Concepto previo

Cualquier operador A en un espacio de Hilbert de dimensiéon N puede representarse como

una matriz N X N cuyos elementos son:

Aij = (ai| Alag) .
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Paso 1: Relacién de completitud

Dado que {|a;)} es base ortonormal completa, se cumple la relacién de clausura
(completitud):

7

Paso 2: Expansion de |a) y (3]

o) = Z |a;) (ailala]a) = Z@i |ai) a; = (a;|alai|a) .
(Bl =>_ (BlaglBlag) sl = >_ 55 (asl, B] = (Blag|Blay) -

J

Paso 3: Elementos de matriz

(I} (B1)ij = (@il () (BI) la) = (ailelaila) (Bla;|Blas) = i 5.

Resultado

La representaciéon matricial es:

[la) (Bllij = ai B} = (ailalaila) (Blas]Bla)

Esto corresponde al producto exterior de los vectores columna de componentes:

631 Oélﬁik 04155 Oé1ﬁ}kv

e%) Oézﬁf 04255 06257\7

) Bl | | (B 8 o By) =

an OéNﬁf OCN@ OéNﬁz*v

1 1
Demostrar que H = % ( 1) es unitario.

Solucién detallada:

Concepto previo

Un operador U es unitario si UTU = UU' = I. Equivalentemente, las columnas (y filas)

de U forman una base ortonormal.
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Paso 1: Calcular Hf

Como H es real, H' = HY. Ademés, H es simétrica (H = HT), por lo que:

HT—H—L 1 1
V2 \1 —1)°

Paso 2: Calcular H'H
1 (1 1 1 (1 1 1({ 1-1+1-1 1-14+1-(=1)
H'H=H -H=—— R = - .
ﬁ(1 —1) ﬁ(1 —1) 2(1-1+(—1)-1 1-1+(—1)(—1))

2 1
HTH:1 O: 0:1./
210 2 0 1

‘HTH =1 = Hes unitario.‘

Nota adicional: Como H' = H y H? = I, la puerta de Hadamard es a la vez hermitiana

y unitaria, lo que significa que es su propia inversa: H=* = H.

Ejercicio 76

Aplicar CNOT a [t¢hi,) = %(]00) +(11)).

Solucién detallada:

Concepto previo

La puerta CNOT aplica un NOT (Pauli X) al segundo qubit solo si el primer qubit es |1):
CNOT |ab) = |a) |a ® D),
donde @ es la suma médulo 2 (XOR).

Paso 1: Escribir el estado como vector columna

1

1

1 0

Vi) = 72(|00> +[11)) = 7 o
1
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Paso 2: Multiplicar por la matriz CNOT

1000 1

0100 110
CNOTin: T =
[Vin) 000 1| v2]o
0010 1

Realizamos la multiplicacién fila por fila:

Filal: 1-140-04+40-04+0-1=1,
Fila2: 0-14+41-04+40-04+0-1=0,
Fila3: 0-14+0-0+0-04+1-1=1,
Fila4: 0-1+0-04+1-04+0-1=0.

1

1 0 1

out) = —= = ——(|00) + |10)).
o) = 75 | 1 | = 75000+ 110)

0

Interpretacion fisica
CNOT . (j00) + 1)) = —=(J00) + [10)) = —= (0} + 1)) ® [0)

NG = =

La CNOT ha desentralazado el estado de Bell, produciendo un estado separable: el
primer qubit queda en |+) y el segundo en |0).

Verificar que o, y o, son hermitianas, unitarias, y que sus autovalores son +1.

Solucién detallada:

Inciso a): Hermiticidad y unitariedad

01
Para o, = :

Hermiticidad: ol = (o

*

T o btricas of — 4T —
*)T. Como o, es real y simétrica: o] = oL = 0,. v
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Unitariedad:

alax:azax: 01 01 = Lo =1 V
1 0/ \1 0 01
1
Para o, = 0 :
0 —1

T
z

Jlaz:azz Lo Lo = Lo =1 Vv
0 -1 0 -1 0 1

Inciso b): Autovalores +1

Hermiticidad: of = 0T = o, (real, diagonal). v/

Unitariedad:

Para o,:

—A
det(o, — AI) = det
1 =

1
):A2—1:0 = A=41. V

Para o,:

o, es diagonal, por lo que sus autovalores son directamente los elementos diagonales:

)\1:1,)\2:—1.\/

Nota general: Toda matriz que sea simultdneamente hermitiana y unitaria tiene autova-

lores reales (por hermiticidad) con |[A| =1 (por unitariedad), por lo que necesariamente

A==+l

Ejercicio 78

Demostrar que los autovalores de un proyector ortogonal (P2 = P, PT = P) solo

pueden ser 0 o 1.

Solucion detallada:

Demostracion

Sea A un autovalor de P con autovector |v) # 0:

P |v) = A|v). (1)

Aplicamos P a ambos lados de (1):

P2v) = P(A|v)) = AP v) = A - A|v) = A?|v). (2)
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Pero por la propiedad de idempotencia, P? = P, asi que:

P?|v) = P|v) = A|v). (3)

Igualando (2) y (3):
M o) = A|v).

Como |v) # 0:
M=)\ = MA-1)=0 = A=00\=1

Observacién adicional (uso de hermiticidad): La condiciéon P! = P garantiza que
los autovalores son reales. Esto ya esté implicito en el resultado A € {0, 1}, pero si solo
tuviéramos P? = P sin hermiticidad, podriamos tener autovalores complejos que satisfagan
A% = X (que en C también solo da 0 o 1). La hermiticidad ademés garantiza que P es

diagonalizable con autovectores ortogonales.

Los autovalores de un proyector ortogonal son A € {0, 1}.

Ejercicio 79

Para |a) = |0) y |5) = %(|O> + 1)), construir P = |a) (f], su matriz y su adjunto.

Solucion detallada:

Inciso a): Construir P = |a) (4| en notacién de Dirac

) =10}, (Bl = —=((0] + (1]).

NE

P =) (8] = jﬁ 10) (0] + (1]) = j§<|o> (0] + 10} (1))

Inciso b): Representaciéon matricial 2 x 2



Inciso c): Adjunto PT
En notacién de Dirac:

1 1
ﬁ<|o> +11)) (0] = 7(|0> (O] + 1) (O])-

Pi = (|a) (30)' = 18) (o] = .

Matricialmente, tomamos la transpuesta conjugada de P:
11 T 1
pT — L — L 0 )
V2 \0 0 V2 \1 0

1 (10
PT:ﬁ(l 0)

Nota: Observamos que P # PT, por lo que este operador no es hermitiano. Esto es

esperable: un operador |«a) (| es hermitiano solo si |«) y |) son proporcionales.

Ejercicio 80

Para |®g) = %(|OO> + |11)), verificar normalizacién, demostrar entrelazamiento y

aplicar o, ® I.

Solucién detallada:

Inciso a): Verificar normalizacién

1 1
(o|Bo|Po|Po) = 5((00]+{11])(00)+[11)) = 5 ({00]00]00]00)+(00| 1100] 11)-+(11]00| 11]00) + (11[11[11]1

Por ortonormalidad: (00]/00/00/00) = 1, (00/11]00|11) = 0, (11]00/11]00) = O,
(11]11]1111) = 1.

1
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Inciso b): Demostrar entrelazamiento

Un estado general de dos qubits se escribe:

[9) = ago [00) + aoy1 [01) + a0 [10) + a1 [11).

El estado es separable (no entrelazado) si y solo si puede escribirse como |¢) = |¢4) @ |oB),
lo cual es equivalente a:

agoai1 — apraip = 0.
Para |(I)0>I Qoo — 1/\/§, g1 = 0, a0 = O, ayl = 1/\/§

B 1 1 0 0_17&0
Apoa11 a01a10—\/§ \/5 =9 .

El estado |®g) estd entrelazado.

Inciso c): Aplicar U =0, ® [

Construimos la matriz 4 x 4:

0010
0 1 10 0-1 1-1 0001
Om®I: Y = =
1 0 0 1 1-1 0-1 1000
01 00
Aplicamos al estado:
0010 1 0
00 01 110 111 1
U|Dy) = — | == | = —=(01) + |10)).
=00 0] Vo] T vE || TR
01 00 1 0
1 +
(0, ® D) |@0) = —=(101) +[10)) = o)

Hemos obtenido otro estado de Bell, [¥*). La accién de o, sobre el primer qubit ha

“flipado” ambas componentes: |0) — |1) y |1) — |0) en el primer qubit.
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Ejercicio 81

Para |®g) = %(|00) +|11)), realizar medicién proyectiva sobre el primer qubit.

Solucién detallada:

Concepto previo: Medicién proyectiva
Al medir el primer qubit, los operadores de medicién son:
Mo = 0) (0| ® I, My = (1) (1@ 1.
La probabilidad del resultado k es p(k) = (®o| M, Mj, | Do), y como M, es un proyector
(MM, = My):

p(k) = (Po| My | ) -

Inciso a): Probabilidad de obtener |0) en el primer qubit

Mo |®o) = (]0) (0] ® I) - —=(]00) + [11)).

Sl

Actuamos término a término:

(10) (0] @ 1) 00) = (]0) {0]0)) @ (1 ]0)) = |0) © |0) = [00) ,
(10) (Ol @ ) [11) = (]0) {0I1|0]1)) ® (I [1)) = 0.

=0

1
My |®o) = 5 00) .

RVZ)
p(0) = [[Mo o) 2 = Ui Mooy =2 1= 1
p(0) :;

Inciso b): Estado post-medicidn si el resultado es |0)

El estado colapsado normalizado es:

|Ppost) =

1
M, |® =5 100
V2

1Mo |®o) ||

82



|Ppost) = |00) = |0) ©[0)

Esto significa que ambos qubits colapsan a |0). Esta es la esencia de las correlaciones

cuanticas del entrelazamiento.

Inciso c¢): Probabilidad de |1) y estado post-medicién

My [@0) = (11) (1 © 1) - = (00) + 1))

N~

(I1) (1} @ 1)[00) = [1) {1|0]1]0) ©0) = 0,
(1) (Af @ D) [11) = [1) (1111 © 1) = |11).

=1

1
M |Pg) = — [11).
1 ’ 0> \/5 ’ >
1
1) = -.
p(1) =5
Estado colapsado:
1
p) =5, Ppos) = [11) = [1) @ [1)

Verificacién: p(0) +p(1) =1/2+1/2=1. vV

Ejercicio 82

Verificar que |[+) =

1 1
(1), |—) = \/LE (_1) forman base ortonormal.

Sl

Solucion detallada:

Norma de |+)

(HlH+H+H === (1 1)

(1) —Jn=1 v

-
-
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Norma de |—)

(1= == (1 —1).1(1)=;<1+1>=1- /

2 2 \—-1

Ortogonalidad

(Hl=l+-) =

(1 1)~12(_11):;(1—1):o. v

Sl

(+|+|++) =1, (=|-|-1-)y=1, (+|—|+|-)=0 = {|+),|—)} es base ortonormal.

Nota: Esta base se conoce como base de Hadamard o base X, porque |[+) y |—) son

los autoestados de o,:

o[ H) =+1+), o) =—1-).

Ejercicio 83

Verificar hermiticidad de o, y calcular valores y vectores propios.

Solucion detallada:

Hermiticidad

Valores propios

Como o, es diagonal, los valores propios son directamente los elementos de la diagonal:

M=+ d=-1

Formalmente: det(o, — A[) = (1 = A\)(=1 =)= -1+ X =0 = X\ = +1.
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Vectores propios

Para A\ = +1:

Para )y = —1:

(0. + 1) o) = (3 8) (Z;) —0 = v =0.
rv2>=®=u>. /

Interpretacion fisica: Los autoestados de o, son |0) (espin arriba, s, = +h/2) y |1)

(espin abajo, s, = —i/2). Estos forman la base computacional.

Ejercicio 84

Mostrar que o, es unitaria y hallar sus valores propios.

Solucién detallada:

Unitariedad de o,
ol =0, (real y simétrica).
0 1) (0 1 0-0+41-1 0-141-0 10
olo, =0 = = * i = =I1. Vv
10 10 1-04+0-1 1-14+0-0 01
Valores propios

—-A
det(o, — AI) = det =\ -1=0.
1 =X

A==+l
Vectores propios:

(1
Para)\:—i—lzax\v):\v):>02:v1:>’4_):% '
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1
Para A = —1: 0, |v) = — |v) = Ve = —v] = ‘_>:\}§( )

Ejercicio 85

Para [¢)) = a|0)+3|1) con |a|?+|B]? = 1, jcudles son las probabilidades de medicién?

Solucién detallada:

Postulado de medicion de Born

Segun la regla de Born, si medimos un observable cuya base de autoestados es {|0) , |1)}

(base computacional) y el sistema estd en el estado [¢0) = a|0) 4+ 5 |1):
» Probabilidad de obtener |0):
P(0) = [{0[¢[0[¢) |* = |of*.
» Probabilidad de obtener |1):
P(1) = [ (1pl1]e) |* = |8

Verificacion de consistencia

PO)+P(1)=|a*+ 18 =1. V

P(0) =laf*,  P(1) =8

Ejemplo: Si |¢) = ig |0) + \/§|1>, entonces P(0) =1/3y P(1) =2/3.

Notas importantes:

1. Las fases globales no afectan las probabilidades: [1) y € |¢)) producen las mismas

estadisticas.

2. La condicién |a|*4|8|> = 1 es la normalizacion, necesaria para que las probabilidades

sumen 1.

3. Tras la medicion, el estado colapsa al resultado obtenido: si obtenemos |0), el estado

post-medicién es |0).
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El Qubit y la Esfera de Bloch




Ejercicio 86

Sea un qubit en el estado 1)) = « |0) + 3 1) con |a|?+|3|* = 1. Si medimos en la base

computacional {|0),|1)}, jcudles son las probabilidades de obtener cada resultado?

Solucién detallada:

Contexto fisico. En mecanica cuantica, un qubit es un sistema de dos niveles. Su estado

general es una superposicion:
) = a0) + B[1),

donde «, 8 € C son las amplitudes de probabilidad y la condicién de normalizacién exige

|a|? 4+ |8]? = 1. Los vectores |0) y |1) forman la base computacional (autoestados de

) o)

La Regla de Born. El postulado de medicién de la mecanica cuantica establece que,

0,):

al realizar una mediciéon en una base ortonormal {|k)}, la probabilidad de obtener el

resultado k es:

P(k) = | (k[ [klv) |*.

Calculo explicito para P(0):

Proyectamos [¢) sobre |0):

(Owlol) = (1 0) (g) —a.

Por tanto:

P(0) = [{0[¢[0[¢) |* = |of*.

Caélculo explicito para P(1):

Proyectamos |¢) sobre |1):

(i) = (0 1) (g) = 5.

Por tanto:

P(1) = [ (1[e[1]p) [* = |8
Verificacion de consistencia:
P0)+ P(1) = o + 8P = 1. v

89



P0)=lof*,  P1) =g

Observaciones importantes:

» Una fase global € no afecta las probabilidades: [e"a|? = |al?.

» Tras la medicién, el estado colapsa al resultado obtenido: si se obtiene |0), el estado

post-medicién es |[0) (no [|¢)).

» Las fases relativas (la diferencia entre arg(a) y arg(f)) si afectan la interferencia y,

por tanto, las probabilidades en otras bases.

Ejercicio 87

Un qubit se encuentra en el siguiente estado cuantico no normalizado:

) = (1 +0)|0) +(2—-9)1).

(a) Calcule el estado del qubit normalizado, |¥norm)-
(b) Determine la probabilidad de obtener |0) y |1) al medir el estado, P(]0)) y P(]1)).

(c) Encuentre la representacion en forma polar para las amplitudes complejas del

estado normalizado.
(d) Calcule los angulos 0 y ¢ que definen el estado en la esfera de Bloch.

(e) Determine las coordenadas cartesianas (z,y, z) del vector de estado en la esfera
de Bloch.

(f) Calcule el estado final |¢)") después de aplicar la puerta Pauli-X al estado norma-

lizado.

(g) Determine las nuevas probabilidades de medida, P'(|0)) y P'(]1)).

Solucién detallada:

a) Normalizacién del estado.

El estado dado es 1)) = (14 1) |0) 4+ (2 —4) |1), que en forma vectorial es:

141
o= (1)
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Para normalizar, necesitamos la norma ||¢||. Calculamos ||2||? = (¥|w|¢|):

it =t 0 ) (1) =1 29 ().

— 19 —1
Calculamos cada término:

1—)1+d)=1+i—i—i*=1—(-1) =2, (11)
(2+i)(2—i)=4—-2i+2i—i*=4+1=5. (12)

Por tanto:

WP=2+5=7, |¢|=VT.

El estado normalizado es:

U(14+i\  14i o 2—i
|w”>:\/7(2—z'> =7 0+

b) Probabilidades de medicién.

Aplicamos la regla de Born con las amplitudes normalizadas a = (14i)/v/7, 8 = (2—14)/\/T:

1+i4> 2
P(|0)) = 2 _ | =~ ~ 0,286
(10)) = laf’ = === = = ~ 0286,
2—1i* 5
P(|1)) = 2 _ | = -~ 0,714
(1) =18P = == =2 ~0,
Verificacién: 2/7+5/7=1. v
2 5
P(0) = - ~286%,  P(1) = ~T14%

Interpretacién: El qubit tiene mayor probabilidad de colapsar a |1). Esto se refleja en la
esfera de Bloch: el vector apunta més hacia el polo sur (|1)) que hacia el polo norte (]0)).
c) Representaciéon en forma polar de las amplitudes.

Todo ntimero complejo z = a + bi se puede escribir como z = |z|e’?, donde |z| = v/a? + b

y ¢ = arctan(b/a) (ajustando cuadrante).
Para o = (1 +1)/V/7:

|a| = 1/2/7. El argumento de 1 + 4: parte real = 1 > 0, parte imaginaria = 1 > 0 (primer
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cuadrante):
arg(l + i) = arctan(1/1) = % = 45F.

o = \/Eeiﬂ*/4
Para 3 = (2 —1)/V/7:

|B| = +/5/7. El argumento de 2 — i: parte real = 2 > 0, parte imaginaria = —1 < 0 (cuarto

cuadrante):

— 1
arg(2 —i) = arctan<2> =— arctan<2> ~ —26,571.

_ 5 —iarctan(1/2)
B=yze

d) Angulos 0 y ¢ en la esfera de Bloch.

Recordatorio: La parametrizacién de la esfera de Bloch es:
0 , 0
|4)) = cos 2 |0) + €' sin 2 1),

donde 6 € [0, 7] es el angulo polar y ¢ € [0,27) el dngulo azimutal. Para usar esta forma,

la amplitud de |0) debe ser real y positiva. Si no lo es, extraemos una fase global.

Nuestro estado tiene o = (/2/7 €™™/4, con fase 7 /4. Extraemos e™/4:

i 2 3 i(ar; -7
[in) = €™/t me\ﬁe( 5 “’m]-

Ignorando la fase global /% (no tiene efecto fisico observable):

cos(0/2) = /2/T:

0
5 = arccos \/2/7 = arccos(0,5345) ~ 57,691, 0 ~ 115 4F.

¢ = arg(p) — arg(a) = —arctan(1/2) — /4 ~ —26,57F — 451 = —T1,571.
Como ¢ debe estar en [0,27): ¢ = 360F — 71,57 = 288,43F.

0~ 1154F, ¢~ 288 4F

Interpretacién: 6 > 90 indica que el vector de Bloch apunta mas hacia |1) (polo sur),
consistente con P(|1)) > P(]0)).
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e) Coordenadas cartesianas en la esfera de Bloch.

Método directo (sin necesidad de calcular 6 y ¢ explicitamente): Se usan las férmulas

1=2Re(a*8), y=2Im(a’), ==l |8

Calculamos a*3:

vp_ (1—d)(2—1)
aﬁ—f.

Expandimos el numerador paso a paso:

(1-i)2—i)=2—i—2i+i*=2-3i+(-1)=1-3i.

Por tanto: o*f3 = 1’73i.

Coordenadas:
1— 3 1 2
T Re( 7 ) T (13)
1—3 -3 6
=921 =92. — = _—— 14
Y m( 7 ) 7 7 (14)
2 5 3
=-_Z=_2 1
TR TR T Ty (15)

Verificacién (debe dar 2% + y? + 22 = 1 para estado puro):
(B) () s By drtirs
7 7 )49 49

2 6 3
==, —=, —= ) ~ (0,286, —0,857, —0.429
(x,y,2) (7, = 7) (0,286, —0,857, —0,429)

f) Aplicacién de la puerta Pauli-X.

Recordatorio: La puerta Pauli-X es el andlogo cuantico del NOT clasico:

01
X:%:&(J, X10) = 1), X[1)=10).

Aplicamos al estado normalizado:

n (0 1) 1 fr+d) 1 (04 +1-(2-9)) 1 (21
W>—X|¢n>_<1 0) \/7<2—z')_\/7(1-(14—@')4_0.(2_@-))_ 7(“_2,).



[9) = —=[(2 =) |0) + (1 +14) [1)]

Observacién: Pauli-X ha intercambiado las amplitudes de |0) y |1).

g) Nuevas probabilidades.

12— 5 N | o
P0)="——=2  P()="—"r=".

PO) =2, P(1)=:

Conclusién: Pauli-X intercambia las probabilidades de |0) y |1). Geométricamente en la

esfera de Bloch, es una rotacion de 180F alrededor del eje z: (z,y, z) — (z, —y, —2).

Ejercicio 88

Considere un qubit descrito por el siguiente estado no normalizado:
) = 30) +4i [1).

(a) Calcule el estado del qubit normalizado, |¢norm)-
(b) Determine la probabilidad de obtener |0) y |1) al medir el estado, P(|0)) y P(|1)).

(c) Encuentre la representacion en forma polar para las amplitudes complejas del

estado normalizado.
(d) Calcule los angulos 0 y ¢ de la esfera de Bloch.

(e) Determine las coordenadas cartesianas (x,y, z) del vector de estado en la esfera
de Bloch.

(f) Calcule el estado final |¢") después de aplicar la puerta Pauli-Y al estado norma-

lizado.

(g) Determine las nuevas probabilidades de medida, P'(|0)) y P'(]1)).

Solucion detallada:

a) Normalizacién.
3
o)
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[l = [3]* + [4i]* =9+ 16 =25, [[¢] =5.

ww{(i) 210+ 51D

b) Probabilidades.

3P 9 4i12 16
Verificacion: 9/25 +16/25 = 1. v/
9 16
(10)) = oz = 36%, (1) =5 =64%

c) Forma polar.

a = 3/5: es real positivo, luego |a| = 3/5, arg(a) = 0.

[ = 4i/5: es imaginario puro positivo, luego |5| = 4/5, arg(p) = 7/2.

4 .
. im/2
B=rce

d) Angulos de la esfera de Bloch.

Como a = 3/5 ya es real y positivo, no necesitamos extraer fase global. Directamente:

COS — =

:}Q
2

= arccos(0,6) ~ 53,137, 0 ~ 106,3f.

[\
. O w

= arg(f) — arg(a) = g -0= g = 90F.

10~ 1063, ¢ =90f

Interpretaciéon: ¢ = 90f significa que el vector de Bloch estd en el plano yz (componente

xz = 0). El d4ngulo 6 > 90f indica orientacién predominante hacia |1).
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e) Coordenadas cartesianas.

Método con a*f3:

x:ﬂmCm):zoza

25
12i 12 24
y:21m(2):2~:,
25 25 25
9 167
“T 95 25 925

Verificacién: 04 576/625 4+ 49/625 = 625/625 = 1. v/

24 7
= (0, =, =] = (0, 0,96, —0,28
<$,y,2> ( ? 257 25) ( Y Y ) ) )

Consistente con ¢ = 90f (x = 0, vector en el plano yz).

f) Aplicaciéon de Pauli-Y.

Recordatorio: La puerta Pauli-Y combina un bit-flip con un phase-flip:

1

) =¥ ) = (0 ‘(f) (j//i) .

YZ%ZC?X» Y]0)=ill), Y1) =—i|0).

Calculamos paso a paso:

Componente superior: 0 - (3/5) + (—14) - (4i/5) = —i - 4i/5 = —4i?/5 = 4/5.

Componente inferior: i - (3/5) 4+ 0 - (4i/5) = 3i/5.

n_ [ 4/5
V) = (3z/5>'

4 3t
) =2 [0)+ 1)

g) Nuevas probabilidades.
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Pin=lsl =5 P=3[=5
P0) =, P =4

Conclusién: Pauli-Y también intercambia las probabilidades (como X), pero ademés
modifica las fases de forma diferente. Geométricamente es una rotaciéon de 180r alrededor

del eje Y- ({E,y,Z) - (—{E,y, _Z>

Ejercicio 89

Dado el siguiente estado de qubit no normalizado:
) = (1=20)[0) + 3+1)[1).

(a) Calcule el estado del qubit normalizado, |[¢nerm)-
(b) Determine las probabilidades de medida iniciales, P(|0)) y P(|1)).

(c) Encuentre la representacién en forma polar de las amplitudes del estado normali-

zado.
(d) Calcule los angulos 0 y ¢ de la esfera de Bloch.
(e) Determine las coordenadas cartesianas (x,y, z) en la esfera de Bloch.

(f) Calcule el estado final |¢)') después de aplicar la puerta de fase Pauli-Z.

(g) Determine las nuevas probabilidades de medida, P'(|0)) y P'(|1)).

Solucion detallada:

a) Normalizacién.

1—2i> =12+ (-2)?=1+4=5, 3+i*=9+1=10.

0> =5+10=15 [¢| = V15,

1

n) = —=[(1 = 20)[0) + (3+0) 1) = —= (1 - 2@')

ot

15

b) Probabilidades.
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5 1 10 2
P(0) = ;= 5 #333%,  P(1) =z =5 ~067%

Verificacion: 1/3+2/3=1. v
P(0)) =1/3, P(]1)) =2/3

c) Forma polar.

a= 1_\/135’ la| = /5/15 = 1//3.

arg(l — 2¢): parte real = 1 > 0, parte imaginaria = —2 < 0 (cuarto cuadrante):

arg(l — 2i) = — arctan(2) ~ —63,43f.

ef'i arctan 2

Sl

B =2 |8l = \/10/15 = \/2/3.

arg(3 + 1): parte real = 3 > 0, parte imaginaria = 1 > 0 (primer cuadrante):

arg(3 + i) = arctan(1/3) ~ 18,43f.

_ 2 iarctan(1/3)
-

d) Angulos de Bloch.
cos(0/2) = |al = 1//3:
0 ! 04,74r 0 ~ 109,51
— = arccos —= = 54,74F, ~ 109,51.
2 V3
¢ = arg(p) — arg(a) = arctan(1/3) — (—arctan 2) = arctan(1/3) + arctan 2.

a+b
1—ab

Usando la identidad arctan a + arctan b = arctan cuando ab < 1:

1/3+2 7/3
1/_ ;/3 = arctan 1;3 = arctan 7 ~ 81,87r.

1
arctan g + arctan 2 = arctan

10~ 109,5F, ¢~ 8L

e) Coordenadas cartesianas.

98



Calculamos a* 8 = %

(1+2)(3+i)=3+i+6i+2*=3+7i—2=1+Ti.

e, L4
o' f = T
1 2
—92. == 1
v 15 15 (19)
7 14
—92. = 2
y 5= (20)
1 2 1 5
3 3 3 15

Verificacion: 4/225 + 196/225 + 25/225 = 225/225 = 1. v

2 14 1
157 157 3

(z,y,2) = < > ~ (0,133, 0,933, —0,333)

f) Aplicacién de Pauli-Z.

Recordatorio: Pauli-Z es la puerta de fase:

1 0
z:azz(o _1), Z10)=10). Z[1)=~1).

Z no cambia la amplitud de |0) y invierte el signo de la amplitud de |1).

N 1 (1 oo fr—2\ 1 (1-20\ 1 (1-2
W) =21 = 15 (0 —1)<3+¢)_\/ﬁ<—(3+¢))_\/1—5(_3_¢)'

1 , .
W) = (1 =20)[0) + (=3 =) [1)]
g) Nuevas probabilidades.

1-2i2 5 1 |—3—i2 10 2
Pl :‘ = — = = Pll = = — = —,
(1)) 15 15 3’ (1) 15 15 3

1 2

P'(]0)) = = P'(J1)) = =

(=1 P)="

Conclusion crucial: Pauli-Z NO cambia las probabilidades de medida en la base
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computacional (base Z). Solo cambia la fase relativa ¢ — ¢ + 180F, lo que si afectaria

mediciones en bases X o Y. Geométricamente: rotaciéon de 1807 alrededor del eje z:

(l’,y, Z) — (—.’II, —y,Z).

Ejercicio 90

Un qubit se prepara en el estado no normalizado:
|v) = (2+2i)]|0) +0]1).

(a) Calcule el estado normalizado |[tnerm)-
(b) Probabilidades P(|0)) y P(|1)).

(c) Angulos 8 y ¢.

(d) Coordenadas (z,y, 2).

(e) Estado tras Hadamard.

(f) Nuevas probabilidades.

(g) Nuevas coordenadas (z',y', 2’).

Solucion detallada:

a) Normalizacién.

) = (2 " 2) Jo? = 2+ 20> = (2)° + (2)? = 8. ]| = 2v3.

0
1 (2420 (B 1+
144

Observamos que 2 = e'™/4 (verificacion: |e™/4|? = 1, arg = 45¥).

Fase global: [¢,,) = €™/*|0). La fase global ¢"™/* no tiene efecto fisico observable.

1) = €™4]0) = |0) (fisicamente equivalente)

b) Probabilidades.

P(0) =[P =1, P(1))=0]

El qubit esta con certeza en el estado |0).

c) Angulos de Bloch.
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P(]0)) = 1 significa cos?(0/2) = 1, luego 6 = 0.

¢ queda indefinido (singularidad polar: en los polos de la esfera, el dngulo azimutal no

tiene significado).

6 = 0f, ¢ = indefinido (polo norte)

d) Coordenadas cartesianas.

x=sinfcos¢p =0,y =sinflsing =0, z =cosf = 1.

(x,y,2) = (0,0,1) — polo norte de la esfera de Bloch, estado |0)

e) Aplicacién de la puerta Hadamard.

Recordatorio: Hadamard crea una superposicién equitativa:

bt iy O+ 10—
H_\/ﬁ(1 _1), H)0) = |+) = 73 H[l)=|-) = 7

Aplicamos H al estado normalizado |¢,,) = €™/*|0):

N /4 _ ngi 1 _1+i 1 . (1+i)/2
e )-15()- (1)

141 1+
= 0
2 0+ 2

)

[¥')

f) Nuevas probabilidades.

P(0) = P/(I1) =

Hadamard ha creado una superposicion perfecta.

g) Nuevas coordenadas de Bloch.

Amplitudes: o/ = ' = (1 +1)/2.

wr o (1=d)(144) _ 1—4%2 __ 2
o ph = 4 1 1
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' =2Re(1/2) =1, (22)
y' =2Im(1/2) =0, (23)
S =1/2-1/2=0. (24)

(«',y,2") = (1,0,0) — eje + z, estado |+)

Interpretacién geométrica: Hadamard mapea polo norte (0,0, 1) al eje +z (1,0,0), es
decir, lleva |0) — |+).

Ejercicio 91

Analice el qubit definido por el estado no normalizado:
) = (2=30)|0) + (4 +2) [1).

(a) Normalizacion.
(b) Probabilidades.
(c) Angulos 6, ¢.
(d) Puerta S.

(e) Nuevos dngulos.

Solucién detallada:

a) Normalizacién.

2-3iP=4+9=13, W+i?=16+1=17, [[¢|*=30, [v] =30

[¥n) = —==[(2 = 30) |0) + (4 + ) |1)]

=)

b) Probabilidades.

P(0)) = 13/30 ~ 433%, P(|1)) = 17/30 ~ 56,7 %

c) Angulos de Bloch.

la| = 1/13/30: cos(8/2) = /13/30 = 6 = 2arccos/13/30 ~ 97,67.
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arg(a) = arg(2 — 3i) = —arctan(3/2) ~ —56,3f.
arg(f) = arg(4 + 1) = arctan(1/4) ~ 14,0r.
¢ = 14,0f — (—56,3F) = 70,4f.

0~ 97.6], ¢~ T704F

d) Aplicacién de la puerta S.

Recordatorio: La puerta S (o puerta de fase 7/2) es la raiz cuadrada de Z:

5:((1) (Z) S0y =0y, S|1)=i|1).

Efecto: deja |0) intacto y anade una fase de 90f a |1).

110\ (2-3) 1 [2-3i
S‘W:\/%(o z) (4+z’):\/%(i(4+i))'

Calculamos i(4 + i) = 4i + > =4i — 1 = —1 + 44.

9) = —=((2 = 30)[0) + (~1+ 4) 1)

o

e) Nuevos angulos de Bloch.

La puerta S no cambia los médulos de las amplitudes (solo fases), por lo que:
|| = o, |8 =16 = & =6~ 97,67 (sin cambio).

s ¢ = ¢ +arg(i) = ¢ + 90F = 70,4F + 90F = 160,4i.

0 ~ 97,68, ¢ =~ 160,4r

Interpretaciéon: S rota 907 alrededor del eje z en la esfera de Bloch.

Ejercicio 92

Un qubit viene dado por:
) =i]0) — 1)
(a) Normalizacion.

(b) Probabilidades.

(c) Coordenadas (z,y, 2).
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(d) Puerta T.

(e) Nuevas coordenadas.

Solucion detallada:

a) Normalizacion.

I =i+ - 1P =1+1=2. |[¢] = V2.

1

1 7 1
V) = N (_1) = 0) — /3 1)

b) Probabilidades.

P(|0)) =1/2, P(|1)) =1/2|— equiprobable.

c) Coordenadas de Bloch.

a=1i/V2, B8=—-1/V2.

o = CED i

r = 2Re(i/2) =0,
y=2Im(i/2) =1,

2=1/2-1/2=0.

Verificacion: 0+14+0=1. v

(r,y,2) = (0,1,0) — eje +y, estado |+4)

Interpretacién: Este es el autoestado +1 de o,. En la esfera de Bloch, apunta en la

direccion +y.

d) Aplicacién de la puerta T.

Recordatorio: La puerta T es la raiz cuadrada de S (o raiz cuarta de Z):

1 0 ~ 141
T = , , et =
(O em/4) \/_

Efecto: anade una fase de w/4 = 45f a |1).
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Calculamos —ei™/4 = 148 — =1-i

e) Nuevas coordenadas.

o =i/V2, B =(~1—-1i)/2.

(=) (F1=d) (=) (=1—d) i i—1 =14

1% ol . _ _ _ .
Y - SR Sy N RN NG
—1 1
e Y (18 28
v=235="75 (28)
1 1
f_ 9. = =~ 0707, 29
y NG (29)
1 1

Verificacion: 1/2+1/24+0=1. v

Interpretaciéon geométrica: Partiamos de (0,1,0) (eje +y). La puerta T' rota /4

alrededor de z, moviendo el vector 451 en el plano ecuatorial: de ¢ = 907 a ¢ = 1357

Ejercicio 93

Considere el estado no normalizado:
|y = (3+20)|0) + (1 —44)|1).

(a) Normalizacion.
(b) Coordenadas (z,y, 2).

(c) Secuencia H — Z.
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(d) Nuevas probabilidades.

(e) Nuevas coordenadas.

Solucion detallada:

a) Normalizacién.

34202 =9+4=13, |l —4i2=1+16 = 17. ||| = 30.

1 [3+2i
[1n) = V30 (1—42’)

b) Coordenadas de Bloch.

a*f = (3722(()1741)'

(3—2i)(1—4i) =3—12i —2i + 8> =3 — 14i — 8 = —5 — 14i.

atf = 75?;)141'.

-5 1
=92.  — = __ 31
o 30 3 (31)
—14 14
y 20 e (32)
13 17 4 2
iR A T (33)

Verificacion: 1/9 + 196/225 + 4/225 = 25/225 + 196/225 + 4/225 = 225/225 = 1. v

(r,y,2) = (—1/3, —14/15, —2/15)

c) Secuencia de puertas: primero H, luego Z.

Paso 1: Aplicar Hadamard.

Hipy = L (1 1) L (32} _ L (B+2)+ (-4
YR\ 1) VB \i—4i) T Ve \B+2i) - (1—4))
Componente superior: (3 + 2i) + (1 — 4i) = 4 — 2i.

Componente inferior: (3 +2i) — (1 —44i) =3+ 21 — 1 + 4i = 2 + 6i.
4 — 2
H [,) = .
V) = 7 (2 —i—6i)
Paso 2: Aplicar Z.
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|¢’>—Z-i 4-2i\ 1 (1 0\ (4-2\ 1 [4-2i
ST V60 \2+6i) V60 \o —1)\2+6i) V60\-—2-6i)"

D Ry —2— 6i
¥) = —=[(4-20) 10) + (-2~ 6) 1]

d) Nuevas probabilidades.
4 — 202 =16+4=20. | — 2 — 6> = 4 + 36 = 40.
P'(|0)) = 20/60 = 1/3, P'(|1)) = 40/60 = 2/3.

P(j0) =1/3, P'(|1)) = 2/3

e) Nuevas coordenadas.

w pr _ (4420)(—2-6)
a/ /BI — 50 .

(4+ 20) (=2 — 6i) = —8 — 244 — 47 — 1232 = —8 — 28i + 12 = 4 — 28i.

O/*B/ _4-28 __ 1-Ts

60 15
o =2/15,y = —14/15, 2/ = 1/3 —2/3 = —1/3.
Verificacién: 4/225 + 196/225 + 25/225 = 1. v/

(«',y,2") = (2/15, —14/15, —1/3)

Ejercicio 94

Un qubit se describe por el estado no normalizado:

) = (6—12)10) + (2 + 34) [1).
(a) Normalizacion.
(b) Angulos 6, ¢.
(c) Aplicar R,(m/2).

(d) Nuevos angulos y probabilidades.

Solucion detallada:

a) Normalizacién.

5 —i[2=25+1=26, |2+ 32 =4+ 9 =13. ||¢)||> = 39.

107



1 5—1
'¢”>:39(2+3¢>

b) Angulos de Bloch.

la| = 1/26/39 = \/73 cos(0/2) = \/7 = 0—2arccos\/%x70,5f.

arg(5 — i) = — arctan(1/5) &~ —11,3f. arg(2 + 3i) = arctan(3/2) ~ 56,3F.
¢ = 56,3F — (—11,3F) = 67,6%.

0~ 70,5, ¢~ 6768

c) Aplicacién de R,(7/2).

Recordatorio: La rotacion alrededor del eje x por dngulo a:

a ( cos(a/2)  —i sin(a/Q))
5 :

Re(@) = cos 2 = ising o —isin(a/2)  cos(a/2)
Para a = 7/2: cos(7/4) = sin(7/4) = 1/1/2:

R, (7/2) = ;5 (_12 _12> .

Aplicamos:
. L (1= 1 (=i 1 [(B—i)+ (—i)(2+ 30)
!w>—Rx(w/2>\wn>—ﬁ<_i 1) @(Hsi)_m((—i)(5—i)+(2+3z))'

Componente superior: (5—1)+(—4)(2+3i) = (5—1i)+(—2i—3i?) = (5—1)+(—2i+3) = 8—3u.
Componente inferior: (—4)(5—14)+(2+3i) = (—5i+i?)+(2+3i) = (—1—5i)+(2+3i) = 1—2.

P N LR D T .
rw>—w_8(1_2i)—m[<s 31) [0) + (1 — 20 1)

d) Nuevos dngulos y probabilidades.

I8 =312 =64+9=73. |1 -2i>=1+4=5. Total: 73+5="T78. v
P'(|0)) = 73/78 ~ 0,936. P'(|]1)) = 5/78 ~ 0,064.

cos(0'/2) = \/73/778 = 0 ~ 2921
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arg(8 — 3i) ~ —20,6f. arg(1 — 27) ~ —63,4%.

¢ = —63,4F — (—20,6F) = —42,9F = 317,1+.

73 5
0~ 2020 ¢ ~3ITIE P(0) = 20~ 936%,  P(I1) = g~ 64%

Interpretacién: La rotacién R,(7/2) ha “inclinado” el vector hacia el polo norte, aumen-

tando drésticamente la probabilidad de medir |0).

Ejercicio 95

Dado el qubit en el estado no normalizado:
[¥) = (=2=20)10) + (3 = 39) [1).
(a) Normalizacion.
(b) Coordenadas (z,y, z).
(c) Aplicar R,(—7/2).
(d) Nuevas coordenadas.

(e) Nuevas probabilidades.

Solucién detallada:

a) Normalizacidn.

|—2-2i2=4+4=28, [3—3i2=949=18. ||| = 26.

1 (—2-2i
|¢">:\/%(3—3¢)

b) Coordenadas de Bloch.

a8 = (72+2;%(373i).
Expandimos: (—2 + 2i)(3 — 3i) = —6 + 6i + 6i — 6i* = —6 + 12¢ + 6 = 124.

*0 125 _ 61
o' f =58 = 35

r=2-0=0, (34)
6 12
Yy T3 E7 (35>
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8 18 10 5
T3 % % 13 (36)

Verificacién: 0+ 144/169 + 25/169 = 169/169 = 1. v/

(z,y,2) = (0, 12/13, —5/13) ~ (0, 0,923, —0,385)

c) Aplicacién de R,(—7/2).

Recordatorio: La rotaciéon alrededor del eje y:

Ry(a) = (cos(a/2) —sin(a/Z)) |

sin(a/2)  cos(a/2)

Para o = —7/2: cos(—n/4) = 1/V/2, sin(—7/4) = —1/v/2:

Rﬂﬂﬂ%zxg<jli>.

L1 (1 —2-2 2—21) (3 — 3i)
W>—\/§ 11 3—3i (—2—2i)+ (3-31))

Componente superior: (—2 — 2i) + (3 — 3i) = 1 — 5i.

Componente inferior: (2 + 2i) 4+ (3 —3i) =5 — i.

IR ) DI ST
|w>—2m(5_i)—2m[<1 51)[0) + (5= ) |1

d) Nuevas coordenadas.

,*ﬁ/ _ 1+5z 5—1)

(1+5i)(5—i)=5—i+25i—5z'2:5+24i—|—5:1O+24i.

,*B/ _ 10+24z _ 5+12;
26

o' =10/26 = 5/13, y = 24/26 = 12/13, 2/ = (26 — 26) /52 = 0.
Verificacién: 25/169 4 144/169 = 1. v/

(«',y,2") = (5/13, 12/13, 0)

Interpretacion: La componente z pasé de —5/13 a 0 (el vector se movio al ecuador), y

aparecié componente x.

e) Nuevas probabilidades.
11— 5i)2=1+25=26. |5—i]> =25+ 1 = 26. Total: 52. v/
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P'(|0)) =26/52 =1/2, P'(]1)) =26/52 = 1/2

2" = 0 es consistente con equiprobabilidad (2 = P(0) — P(1)).

Ejercicio 96

Considere el estado no normalizado:

[¢) = 4|0) = 3i [1).
(a) Normalizacién.
(b) Probabilidades iniciales.
(c) Primero S luego H.

(d) Primero H luego S.

(e) Probabilidades finales para ambos casos.

Solucion detallada:

a) Normalizacién.

|42 + | — 3i|* =16 + 9 = 25. ||| = 5.

b) Probabilidades iniciales.

P(|0)) = 16/25 = 64%, P(|1)) = 9/25 = 36%

c) Caso 1: primero S, luego H.

Paso 1: S |¢,).

G B _ (L o)) 4/5 _ (4/5
-3i/5)  \o i) \=3i/5) \i-(=3i/5)) \3/5)"

Donde usamos i - (—3i) = —3i% = 3.

Paso 2: H - (S [¢n)).
= 45\ 1 (1 1\ (4/5\ 1 (7/5\  (7/(5V2)
3/5)  v2\1 —1)\3/5) v2\1/5] \1/65v2))°
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W T g L
W)= 50+ o)

Verificacién de normalizacién: (7/(5v/2))% + (1/(5v/2))? = 49/50 + 1/50 = 1. v

d) Caso 2: primero H, luego S.
Paso 1: H |¢,).

o 45 1 (4/5+(=3i/5)\ 1 (4-3
~3i/5) V2 \4/5—(=3i/5)) 5vV2\4+3i)°

Paso 2: S - (H [¢n)).

g L (4=3)_ 1 (a-si)_ 1 [4-3i)_ 1 [4-3i
5v2 \4+3i)  5v2\i(a+3)) 5v2\4i+32) 5v2\-3+4i)

") = 535[«1 —30)[0) + (3 + 4i) |1)]

Verificacién: |4 — 3i|?/50 + | — 3 + 44|?/50 = (25 4+ 25)/50 = 1. v

e) Comparaciéon de probabilidades.

Caso 1 (S luego H):

49 1
P'(]0)) = =98 P(1)) = = =2%.
(10)) = =5 v, (1)) == =2%
Caso 2 (H luego 5):
4-3P 25 1 25 1
P"(]0 :| = = - =50 P'(]1)) = === =50%.

4 1
Caso S — H: P'(]0)) = 53, P'(J1)) = —

20

Caso H— S: P"(|0)) = ; P(|1)) = ;

Conclusiéon fundamental: Los resultados son radicalmente distintos. Esto demuestra
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que las puertas cuanticas no conmutan en general: HS # SH. Matricialmente:

1 (1 =2 1 (1 1
w3 ()

El orden de aplicacién de las puertas es crucial en computacion cuantica, al igual que el

orden de los operadores en mecénica cuantica.
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Puertas Cuanticas y Esfera de Bloch




Ejercicio 97

Denotamos dos estados ortonormales |0) , |1) con
(0[0j0j0) = (1]1[1]1) =1,  (0[1]0[1) = (1]0[1]0) = O.

Cualquier estado puede escribirse como [¢)) = a |0) +b]1), a,b € C.

(a) Encuentra una parametrizacién si el cuerpo subyacente es R.

(b) Encuentra una parametrizacion si el cuerpo subyacente es C.

Solucion detallada:
(a) Cuerpo R.

Sia,b € R con a® + b* = 1, el par (a,b) describe un punto en la circunferencia unitaria S*.

Podemos parametrizar:

a = cosf, b =sinb, 0 € [0,2m)

Sin embargo, dos estados difieren solo por un signo global (|¢)) y — [¢)) son equivalentes),

asi que identificamos 6 con 6 + . El espacio de estados reales es:

|¢) = cosB |0) +siné |1), g € [0,m)

(b) Cuerpo C.

Si a,b € C con |a|* + |b|> = 1, tenemos 4 pardmetros reales menos la restriccion (3 grados
de libertad). La fase global es irrelevante (e [¢)) = |¢)), quedando 2 grados de libertad.

Parametrizacién estandar (esfera de Bloch):

|@D>:cosg|0)+ei¢sing|1>, 6 € 10,7, ¢ €10,2m)

Aqui 0 es la colatitud y ¢ el azimut. Cada punto de la esfera S? corresponde a un estado
cuantico fisico distinto. Nétese que el espacio real S! se obtiene como el corte ¢ = 0

(meridiano) de la esfera S2.

Ejercicio 98

Considera los estados normalizados

|11) = cos By |0) +sinb; |1), |the) = cos By |0) + sinfy |1) .
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Encuentra la condiciéon sobre 6, y 6, para que

|¢) = cosa |h1) +sina |iy)

esté normalizado, donde a € R.

Solucién detallada:

Calculamos (¢|¢|¢|o):

(9]0|]@) = cos® a (1|1 |11 ]h1) + sin® av (wa]tha|tha]tha) + 2 cos avsin e Re (11 1o |11 [1ho)

Como [th1) y [1h2) estdn normalizados: (Y1[Y1[Y1]01) = (Ya|tha|tha|the) = 1.

Calculamos (11 |19]1)1|1)2) (ambos estados tienen coeficientes reales):
(11 [tha|11 |1h2) = cos by cos By + sin Oy sin Oy = cos(fy — 05)
Sustituyendo:

(p|d|d|@) = cos® o + sin® o + 2 cos arsin a cos(f; — ) = 1 + sin(2a) cos(f; — 6-)

Para que (¢|¢|¢|¢) = 1 para todo «, necesitamos que el segundo término se anule para

todo «:

sin(2a) cos(6; —02) =0 Va
Como sin(2a) no es idénticamente cero, debe ser:

cos(th —0y) =0 = 01—02:ig+mr

91—92=g+n7r, n € 7

Esto equivale a que [1)1) L [t2) ({1 |tha]1)1]1h2) = 0). La combinacién cos av [11) +sin av [1hg)

estd normalizada para todo « si y solo si los vectores base son ortogonales.
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Ejercicio 99

Sea {]0),|1)} una base ortonormal en C? y sea
A= [0) 0] + 1) 1]

Encuentra la representacion matricial de A respecto de las siguientes bases:

(i) Base estandar: |0), = ((1]), 1), = (?)

(ii) Base de Hadamard: |0), = %G), 1), = %(_11)

(iii) Base general: |0); = e @cosf |0) + ePsinf [1), [1), = —e ¥ sind |0) +

e~ cosf |1).

Solucién detallada:

Primero observamos que A = |0) (0] + |1) (1] es la relacién de completitud: A = I
(identidad).

(i) Base estandar.

), = [ (O AI0: A0y 0 AL O AL} (10
= -
(11]AJ01|11]A101) (11 AJ1114] A1) 0 1

10
[A]esténdar - ( 0 1)

Dado que A =1, A|v) = |v) para todo |v). Asi (ia| A|jalia] Alj2) = (ia]j2|i2|72) = 0ij.

10
Aaamar:
P

(ii) Base de Hadamard.

(iii) Base general.
Verificamos que {|0);,|1);} es ortonormal:

(03]13]05]15) = e cos - (—e P sinf) + e #sinf - e cosf = —e @+ coshsinh +
e~ t8) sinf cosf = 0. v/

Como A = I y la base es ortonormal:

1 0
A eneral —
[ ] g 1 ( 0 1)
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Conclusién: La identidad [ tiene la misma representacion matricial en toda base orto-

normal. Esto es una propiedad general: I conmuta con todo cambio de base I = UTIU.

Ejercicio 100

En C?, la operaciéon NOT se define por |0) — [1), [1) — |0).

(a) Encuentra el operador unitario Uxor respecto de {|0),[1)}.

(b) Encuentra la representacién matricial de Uxor en la base |0') %G), 1) =
1 (1
Vi)

(c) Encuentra la representacién matricial de Unor en la base [0”) = %C), 11" =

2
30

Solucion detallada:

(a) Operador NOT en base estandar.

Unot intercambia |0) <> |1):

Uxor = |1) (0| +10) (1] = 0, = (? (1])

Verificacién de unitariedad: olo, = 02 =1. v

0 1
U, =0, =
S

(b) En la base {|0),|1")} (base de Hadamard).

0) = [4) = (0} + 1)), [1') = |=) = 5(10) — [1)).

Estos son los autoestados de o,: 0, |[+) = |+), 0. |—) = — |—).

(Hoal +|+oa|+) <+\az|—|+|axr—>) _ (1 o)
(loal+l=loal+) (~loul-I-lo|=)) \0 -1

1 0
U ’ ’ = = 0
[Unotlfo, 1)y (0 _1)

En su propia base de autoestados, o, se diagonaliza como o,. Esto es coherente: los

[a]14),1-0) = (

autovalores de o, son £1.

(c) En la base {|0”),|1”)} (base circular).
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07) = 75(10) +i[1)) = [+,), [1") = 55(10) =i [1)) = ).

Calculamos o, [0"):

o, |17):

0 —i
[Unotl{jomy,nmy = ( ) -
7 0

En la base de oy, 0, se representa como o,. Todas las Pauli son “la misma” operacién

vista desde diferentes bases.

Ejercicio 101

La transformada de Walsh-Hadamard es una operacién de 1 qubit, denotada por H,

y realiza
1 1

7 \/ﬁ(l(}) —|1).

(a) Encuentra el operador unitario Uy que implementa H respecto de {|0), |1)}.

H[0) = —=(0) + 1)), HI)=
(b) Encuentra el inverso de este operador.
(c) Encuentra la representacién matricial de Uy en la base estdndar.

(d) Encuentra la representacién matricial de Uy en la base {|0”),|1”)} con [0”) =
10y + 1)), 117) = Z5(|0) — [1)).

Solucién detallada:
(a) Operador Uy.
Usando la descomposicion Uy = Y, [saliday) (k|:

S

Usy = H 10) 0]+ H[1) (1] = —Z(10) + 1)) (0] + j§<ro> — ) al
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Expandiendo:

Uy = (ro> (O] + 1) (0] + [0) (1| — [1) (1)

%\

(b) Inverso.

Calculamos U:

120
= — 1

Hadamard es su propio inverso (involutivo) y también su propio adjunto (hermitico). Es

1(1 1 1 1
Uy = -

Up' =Uy =U}

simultaneamente unitario y hermitico.

(c) Representaciéon matricial en la base estiandar.

U 1 (11
H |estandar — \/§ 1 -1

(d) En la base {|0"),[1")} = {|+).|-)}

Noétese que [0”) = H |0) y [1”) = H |1). Entonces:

Un |0") = Un(H |0)) = H?[0) = [0) = 5(]0") +[1")).
Up (1) = H?|1) = |1) = 55(/0") = [1")).

[MMMZ$GEJ

La representaciéon es la misma en ambas bases. Esto se debe a que H tiene la propiedad

especial H = H™! y la transformacién {|0),[1)} — {|+),|—)} es precisamente H mismo:
[UH]|+>7|—> =H - [UH]esténdar : H_l =H-H-H=H.

Ejercicio 102

Considera el operador

o(n) = noy, + neoy + N30,

donde 7 = (nq,ny,n3) € R? es unitario.
) bl

(a) Halla o(77)T, tro(i@) y o(i7)%.

(b) Encuentra los autovectores de o(77) y discute su forma para 7 general.
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Solucién detallada:
(a) Propiedades algebraicas.

o(i)": como o} = 0y, o) =0, 0l = 0. yn; eR:

o()! = nyo, + nooy, + nzo. = o (i)

Es hermitico (observable). Fisicamente, mide la componente de espin a lo largo de 7.

Traza: tro, = tro, = tro, = 0, por linealidad:

tro(i) =0

o(m)?: expandimos usando ;04 = §;51 + i€jp0;:

o(i)? =Y nngojor = Y nn(dl +iejuo)
Gk 7k

= (z n?) I+ Z €k N, O
J

gkl

El primer término da [7i|*/ = I. El segundo se anula porque €;; es antisimétrico en j, k

pero n;n; es simétrico:

(b) Autovectores.

De o(77)*> = I y tro(ii) = 0: los autovalores son +1.

n ny —in
Explicitamente: o(7) = ’ ! 2.
ni + 19 —nN3

Para A = +1: (ng — 1)vy + (nq — ing)vy = 0.

va/v1 = (1 — n3)/(ny — iny). Normalizando (con n? +n3 =1—nZ = (1 — n3)(1 + n3)):

6 - 6
[4-57) = cos 5 0) 4 € sin§ 1)

donde n3 = cosf, ny = sinf cos ¢, ny = sin @ sin .

0 - 0
|—7) = sin§ 0) — € cos 3 1)

122



Los autoestados de o(77) son los estados de la esfera de Bloch en la direccion 77 (autovalor
+1) y —7 (autovalor —1). Esto conecta elegantemente la geometria de Bloch con la

estructura algebraica de las matrices de Pauli.

Ejercicio 103

El trino de qubit se define por

=10, W =2+, = s = L.

Calcula (¢ |1ho|th1|1h2), (Wa|ths|iie|ths), (s|th1]1s|thr), e interpreta geométricamente el

resultado en la esfera de Bloch.

Solucién detallada:

Productos internos.

(V1[tha]thi[the) =1 - <— 4
()

(|t tinl h5) = (—;) :
(s |1 |5 10n) = (—1) 14 <_V2§> oL

1

(1|2t |tha) = (Walws|ialips) = (slin]s]ir) = —5

Interpretaciéon geométrica.
Los tres estados son reales (¢ = 0), asi sus vectores de Bloch estén en el plano xz:
|t1) =10): 71 = (0,0, 1) (polo norte).

|tha): cos(0/2) = —1/2 — 6 = 240f... Usemos otro enfoque. Los coeficientes ya son de la

forma cosf|0) + sinf |1) (parametrizacién real, no de Bloch).

En la esfera de Bloch (0p es el doble del angulo del espacio de Hilbert):

o [¢1): (2.9.2) = (0.0,1) (polo norte)

= [go): 2078 = 2(=1/2)(V3/2) = —V3/2. 2 = 1/4 = 3/4 = —1/2. (,y.2) =
(—v/3/2,0,—1/2).

- us): 2078 = 2(=1/2)(=V/3/2) = V3/2. 2 = —1/2. (2.9, 2) = (v/3/2,0,~1/2).
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Verificamos: el angulo entre 77 y 75:

P =040+ (-1/2) = —1/2 = 61 = 120f

Los tres vectores de Bloch forman un tridngulo equilatero inscrito en un gran circulo de

la esfera, con dngulos de 120 entre si. Esto se relaciona con | (;|tg|v;]vr) |? = % =

1-1/2
2= 1/4.

El “trino” es la distribucién mas simétrica de 3 estados en la esfera de Bloch: maximiza la
distancia minima entre estados, y aparece en protocolos de criptografia cuantica (BB84

extendido a 3 estados).

Ejercicio 104

Los kets h y v son estados de polarizaciéon horizontal y vertical. Considera

1 1
70+ V2[0))s i) = (= k) + V2 [)),

1 —2i
vs) = Z= (I = o) + e 0),  deR

|¢1> =

Da una interpretacién de estos estados en términos de polarizacion (lineal, circular,

eliptica) y de sus orientaciones relativas.

Solucién detallada:
Anélisis de [¢y).
1

1) = == + ¥= |v). Ambos coeficientes son reales positivos.
< |h) + 2 [v). Ambos coefici les positi

Fase relativa: ¢, = 0. Esto implica polarizacion lineal, con el campo eléctrico oscilando

en una direccion fija. El angulo de polarizacion respecto a h es:

\/2/3
tany = ~—— =2 = y = arctan V2 &~ 54,7F

Anilisis de [i»).
[1hg) = &—% |h) + % |v). Ambos coeficientes son reales.

Fase relativa: ¢ = 7 (cambio de signo en h). También es polarizacion lineal, reflejada

respecto al eje vertical. El dngulo es 180F — 54,7F = 125,3F (o —54,7T respecto a v).
|t1) ¥ |1b2) son lineales, simétricos respecto a v.
Andlisis de [¢3).

Simplificamos: |¢3) = %(|h> + (=1 + e %9) |v)).
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—1+ e = —1+ cos2¢ — isin2¢ = —(2sin? @) — i sin 2¢.
= —2sin¢(sin ¢ +icos ¢) = —2sin ¢ - ' (7/279) .4,

Analicemos casos especiales:

= ¢ = 0:[¢h3) = 7= |h). No normalizado correctamente; coeficiente de |v) es (—14-1) = 0.

Polarizacion horizontal pura.

=7/ T2 = . ih3) = Z5(|h) + (=1 =) [v)). Amplitudes con fase no trivial:

polarizacion eliptica.

» p=7/2: e = —1. |1h3) = %(|h> — 2 |v)). Fase relativa 7: polarizacién lineal.

En general, |¢3) tiene polarizacién eliptica cuya excentricidad y orientacién dependen

de ¢. Solo para valores especiales de ¢ (0, 7/2, 7) la polarizacién se reduce a lineal.

[t1) , [1ha) @ lineal.  |1)g) : eliptica (general), lineal para ¢ = 0,7/2, .

Ejercicio 105

Sea

1) = €' cos @ |0) 4 e sinf |1), a, 3,0 € R.
(a) Encuentra la matriz densidad p = [¢) (¢].

(b) Calcula trp y muestra que p define una matriz densidad vélida.

Solucién detallada:

(a) Matriz densidad.

e cosf

p=0) W= (ei’B sin@) (e_ia cosf e ¥ sin 9)

B cos? 6 et@=P) cos O sin 6
P e~ @5 cos @ sin § sin?
Definiendo 6 = a — (3 (fase relativa):

( cos? 6 e cos 6 sin 0)
p pr—y
e

~10 605 0 sin @ sin? 6

Solo depende de 0 y § = a — 3, no de a y 3 individualmente: la fase global no tiene efecto

en p.
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(b) Verificacién de las propiedades.
Una matriz densidad vélida debe cumplir: (i) pf = p, (ii) p > 0, (iii) trp = 1.
Traza:
trp=cos’0+sin’f=1
Hermiticidad: p}, = (e? cossinf)* = e~® cosfsinf = py;. v’

Positividad: Para un estado puro, p? = p (idempotente):

p* = (1) WD) (Wl) = [¥) (Wl lle) (@] = [) Wl =p v

Los autovalores de un proyector idempotente hermitico son 0 y 1, ambos > 0. v/

Ademéas: tr p?> = trp = 1, lo que confirma que es un estado puro. Para estados mixtos se

tendria tr p* < 1.

Ejercicio 106

Dado el Hamiltoniano H y la ecuacién de Schrodinger
. d
i [9(0) = H (1)

(a) Encuentra la solucién formal [1)(t)) = e~/ |1)(0)).

(b) Para un observable fijo A, discute la probabilidad de obtener un autovalor dado

en funcion del tiempo t.

(c) Escribe la ecuacién de movimiento de Heisenberg para un operador O(t) y

relaciénala con el cuadro de Schrédinger.

Solucion detallada:
(a) Solucién formal.

La ecuacién ih [¢) = H |1) es una EDO lineal de primer orden. Si H no depende del

tiempo, la solucion es la exponencial matricial:

[(t)) = e [ (0)) = U(t) [ (0))

Verificacion por sustitucion directa:

L do L i i
ih—e HUM [(0)) = i ¢ T (0)) = He MM 4p(0)) = H|w(1)) v
U(t) = e A" es el operador de evolucién temporal. Es unitario: UTU =
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etllt/he=tht/h — T (ysando HT = H).

Si H tiene descomposicién espectral H = Y, E,, |n) (n|, entonces:

() =D cac™ M0, o = (nl1p(0)|n]1(0))

(b) Probabilidad de medida en funcién del tiempo.
Sea A =3, ala) (a| un observable con autovalor ay y autovector |ag). La probabilidad de

obtener a¢ al medir A en el instante ¢:

2

P(ag, t) = | {aolt(t)laolt:(2)) * = |3 cae™ /" (ao|nao|n)
Si [A, H] # 0: P(aop,t) oscila en el tiempo (“oscilaciones cuanticas”). Las frecuencias son
Wpm = (B, — E,) /.

Si [A,H] = 0: |ag) es combinacién de autoestados degenerados de H, y P(ag,t) es

constante (constante de movimiento).

P(ag,t) = constante <= [A,H] =0

(c) Ecuacién de Heisenberg.

En el cuadro de Heisenberg, los estados son fijos y los operadores evolucionan:

Ou(t) = UT(t) Og U(t) = et/ Og e HH/N

Derivando respecto al tiempo:

d oH tH o
aOH(t) = ?OH — OH? = ?_L[H, On(t)]

La equivalencia con Schrodinger se ve en que los valores esperados coinciden:
(W (B[O (®)] ()05t (1)) g, = (W(O)|TTOU(0)|[2(0)|UTOSU[(0) ) = (26(0)| O () 10 (0)[2(0) | O

Ambos cuadros dan las mismas predicciones fisicas.
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Ejercicio 107

Considera un interferémetro de Mach—Zehnder con base ortonormal {|0),[1)} v

matrices unitarias

1 .
Uy = 10, Ug = —2(]12 + iUI), Up(X) = X9,

Con pi, = |0) (0|, encuentra

Pout = UsUntUp(x)Us pin ULUR (x) UL, UL,

e interpreta el resultado.

Solucién detallada:

Paso 1: Matrices explicitas.

Paso 2: Evolucién del estado puro |0).

Es més simple calcular |¢oy) = UgUpUpUg |0).

(1.
UpUz [0) = (.5,

UnUpUs|0) = 5 ("107) = S5 (75).

1 4\ [—e
UsUnUpUs [0) = L [ <

7 1 1e'X
. —e X 4§ . jeiX o —e7IX — X
-2\ —iemix 4 eix 2 \i(e — e=)

1 —2cosx _ [ —cosx
2\ —2siny —sin x

|thout) = — cos x |0) — sin x |1).

Upl0) =

SN—

Sl-
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Paso 3: Matriz densidad de salida.

cos’y  cosysiny
Pout = |77Z}out> <¢0ut| - (

cos x sin sin? y

Paso 4: Intensidades.

P(|0)) = cos’x,  P(|1)) =sin®x

La intensidad en el detector 0 varfa como cos?y y en el detector 1 como sin? y: esto es un
patron de interferencia de dos ondas. El desfase x controla la distribucién entre los
dos puertos de salida. Para y = 0: toda la luz sale por el puerto 0. Para y = 7/2: toda
por el puerto 1. Para xy = 7/4: 50/50.

Ejercicio 108

Sea el estado
) = (1 —14)]0) + (3 +44) [1).

(a) Normaliza el estado.
(b) Determina |a|? y |3]? y verifica que suman 1.

(c) Escribe a y f en forma polar y expresa el estado en forma de Bloch con dangulos
(0, 9).

(d) Halla las coordenadas cartesianas (z,y, z) del vector de Bloch.

(e) Aplica la puerta de Hadamard H y da el nuevo estado en forma vectorial y en

notacion de Dirac.

Solucion detallada:

(a) Normalizacion.

1—i’=2 PB+4if =25 = [[¢|*=27, [v[|=3V3

1 (1
o) =378 (3+4¢>

(b) Probabilidades.

2+25_
27 27
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(c) Forma polar y angulos de Bloch.

la| = /2/27, arg(1 — i) = —7/4. |B] = 1/25/27 = 5/(3V/3), arg(3 + 4i) = arctan(4/3) ~
53.13K.

cos(6/2) = /2/27 ~ 0,272 — 0 ~ 148 4r.
¢ = 53,13F — (—457) = 98,13F.

0 ~ 148 4t, ¢ ~ 98,11

(d) Coordenadas cartesianas.

(1+4)(3+44) 3+4i+3i+4> —1+7Ti

o'f = 97 B 27 o7
-2 14 2-25 23
YT YT op T o T Ty

Verificacion: 4/729 + 196/729 + 529/729 = 729/729 = 1. v

( )_( 2 23)
CY2) =\ T o7 T o7

(e) Puerta Hadamard.

1 (=) +@B+4)) 1 4+ 3i
H|¢n>_3\/€((1—i)—(3—|—4i))_3\/6(—2—52')
) = o 0)+ = D)

Verificacion: |4 + 3i)? + | — 2 — 5i|> = 25 + 29 = 54 = (3v/6)%. v

Ejercicio 109

Sea
) = (a+20)10) + (1 —i)|1), a€R.

(a) Determina el valor (o valores) de a para los cuales el estado estd normalizado.
(b) Para a = 1, normaliza el estado (si fuera necesario) y calcula P(|0)) y P(|1)).
(c) Escribe el estado normalizado en la forma de Bloch y determina (6, ¢).

(d) Representa el vector de Bloch en coordenadas cartesianas.
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Solucion detallada:

(a) Condicién de normalizacién.

[0 = Ja+ 2> +]1 —i>= (> +4) +2=0d>+6

Para normalizacién: a? +6 =1 = a? = —5: imposible para a € R.

No existe a € R tal que el estado esté normalizado. La norma minima es v/6 (en a = 0).

(b) Para a = 1: normalizacién y probabilidades.

[0]2=14+4+2="7. |jv|| = V7.

1 (142
142 5 11— if?

P(l0) = "———=-=T14%,  P(|1)) = -

~ 2
7 7 7 8,6%

ENII )

(c) Angulos de Bloch.

laf = \/5/7. cos(6/2) = \/5/7 ~ 0,845. 0/2 ~ 32,31F. 0 ~ 64,62f.
arg(1l + 2i) = arctan 2 ~ 63,43f. arg(l — i) = —45f.

¢ — —A5F — 63,43F — —108,43F — 251 57¥.

0 ~ 64,61, ¢ ~ 251,67

(d) Coordenadas cartesianas.

1—-20)1—d) 1—i—2+2> —1-3i

o’f = 7 7 7
) 6 5-2 3
T = — _— —_— = — = —
7 YT 7 7

131



Ejercicio 110

Considera el estado
i 0 ib s 0
|v) = e cos§|0)+e Sm§|1) , v,0,¢ € R.

(a) Muestra que la fase global € no afecta a las probabilidades de medida.
(b) Elimina la fase global y escribe un estado equivalente sin ~.
(c) Calcula (z,y, z) en funcién de (6, ¢).

(d) Para @ = /3y ¢ = m/4, calcula explicitamente (x,y, 2).

Solucién detallada:

(a) Irrelevancia de la fase global.

La probabilidad de medir |k) es P(k) = | (k|y|k|) 2.

(0[20]0]p) = €7 cos(0/2). P(|0)) = |€7]? cos?(/2) = cos?(6/2).
(1Jh|1|) = ePet?sin(0/2). P(|1)) = |e7]?|e*|? sin?(0/2) = sin?(6/2).

P(k) no depende de v porque |e”|*> = 1 para todo v € R

(b) Estado equivalente.

- 9 : 6
’¢> = cos 5 0) + €™ sing 1)

Esto es la forma canodnica de Bloch. Dos estados difieren en una fase global si y solo si

representan el mismo punto de la esfera de Bloch.
(c) Coordenadas cartesianas generales.

a = cos(0/2), f = e?sin(0/2). o = cos(0/2) sin(0/2)e’® = Lsinf .

r = 2Re(a"f) = sinf cos ¢
y =2Im(a*f) = sinfsin ¢

z = |al* — |B|* = cos*(/2) — sin*(0/2) = cos b

‘xzsin@cosqS, y = sin @ sin ¢, z:cose‘
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Son las coordenadas esféricas estandar: la esfera de Bloch es literalmente una esfera unitaria

en R?.
(d) Valores numéricos para 0 = /3, ¢ = 7 /4.

sin(7/3) = v/3/2, cos(n/3) = 1/2. cos(r/4) = sin(n/4) = 1//2.

V3 1 V3 V6
r=—=. =" =Y ~(612
2 V2 2v2 4
1
yo Y3 L V061
V2 o4
—1—05
z—2—,

Verificaciéon: 6/16 +6/16+1/4 =3/8+3/8+1/4=3/4+1/4=1. vV

V6 VG 1
(@3%) = (4’ ENE

Ejercicio 111

Un estado puro de un qubit tiene vector de Bloch

o (3 5) = (?0 %)

) ~ (0,612, 0,612, 0,5)

(a) Verifica que 22 + y* + 2% = 1.
(b) Obtén (0, ¢).

(c) Escribe el estado [¢)) en términos de (6, ¢).

(d) Calcula ooy 5y sus probabilidades asociadas.

Solucion detallada:
(a) Verificacién.
V3., /1N 3 1
(2 +0 +(2) _Z—HH_Z_l v

(b) Angulos.
z=cosf =1/2 = 60 =m/3 =601
r=sinfcos¢ = (v3/2)cosp =/3/2 = cosp=1 = ¢=0.
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y =sinfsing = (v/3/2)-0=0. v

T
(925, (;b:O
(c) Estado.
. 3 1
|) = cos% |0) +el'osin%|1> = \g_ |0) —1—5 1)
V3 1 I RVE]
) =510 +510) =3 ( 1)

(d) Amplitudes y probabilidades.

a =+/3/2, B =1/2 (ambos reales positivos).

PO = laP =2 =75%  P(U)= |8l = ; = 26%

=~ W

Verificaciéon con Bloch: P(|0)) = (1+2)/2=(14+1/2)/2=3/4. v

P(oY) =75%,  P(1)) =25%

Ejercicio 112

Sea el estado

1

) = —=(10) + € ]1)).

Sl

2

(a) Escribe (z,y, z) en funcién de ¢.
(b) Calcula (x,y, z) tras aplicar X, Y y Z a [¢)).
(c) Para ¢ = 7/2, determina los dngulos (6, ¢) de los vectores resultantes.

(d) Aplica Hadamard H y calcula el nuevo vector de Bloch.

Solucién detallada:
(a) Coordenadas en funcién de ¢.
a=1/V2, B=e?/V2 a"f=e/2

z=1/2—-1/2=0. El estado estd en el ecuador.

’x:cosqﬁ, y = sin ¢, z=0
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(b) Tras aplicar X, Y, Z.
X: ((L‘,y, 2) — (I, -Y, _Z) = (COS¢7 —sind),()).
Y: (l’,y,Z) - (_xaya _Z> = (_ COS¢7 Sin¢> 0)

Z: (l‘,y,Z) - (_J;7 —y,Z) = (_ COS¢7 _Sin¢7 0)

/ / /

Puerta x Y z
Original  cos ¢ sing 0
X cos¢p —sing 0
Y —cos¢ sing 0
A —cos¢p —sing 0

Todas permanecen en el ecuador (2’ = 0); las Pauli reflejan respecto a distintos ejes.

(c) Para ¢ = 7/2: [ih) = 5(/0) +i 1)) = |-+,).

(x,y,2) =(0,1,0): g = 7/2, ¢pp = 7/2.

Tras X: (0,—1,0): 0 = 7/2, ¢ = 37/2.

Tras Y: (0,1,0): § = w/2, ¢ = m/2 (invariante: Y rota alrededor de y, |[+,) es autoestado).
Tras Z: (0,—1,0): 0 = 7w/2, ¢ = 37/2.

(d) Hadamard sobre |¢).

H envia (z,y,z) — (2, —y,x):
(', 2") = (0, — sin ¢, cos @)

Para ¢ = 7/2: (0,—1,0). 0p = 7/2, ¢ = 37/2.

H sobre estado ecuatorial: (cos ¢, sin ¢,0) — (0, — sin ¢, cos ¢)

Hadamard “rota” el ecuador al meridiano z = 0.

Ejercicio 113

Se sabe que . .
E(I@ +11),  HI[) = E(m) — [1)).

(a) Escribe las coordenadas de Bloch de |0), 1), [+) y |—).

H|0) =

(b) Interpreta geométricamente la accién de H sobre la esfera de Bloch.

(c) Comprueba que pasar de |0) a |1) requiere un angulo 7.
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(d) Calcula la matriz de rotacién en R? asociada a H.

Solucion detallada:

(a) Coordenadas de Bloch.

Estado r Yy z
0) 0 0 1
1) 0o 0 -1
+)=H|0) 1 0
|-)=HI|l) -1 0

|0) y |1) son los polos norte/sur (eje z). |[+) y |—) son los puntos £z (eje x).
(b) Interpretacién geométrica.

H envia: (0,0,1) — (1,0,0), (0,0,—1) — (—1,0,0), (1,0,0) — (0,0,1), (—=1,0,0) —
(0,0, —1).

Esto es © <+ z, y — —y: una rotacién de 7 alrededor del eje 7 = (2 + 2)/v/2, que

biseca los ejes ' y z en el plano xz.
(c) Angulo entre |0) y |1).

F():(0,0,l),Flz(0,0,—l).f’o-Fl:—l = cosf=—-1 = 0=m.

Los estados ortogonales estan separados por 7 en la esfera de Bloch (antipodas)

En el espacio de Hilbert estan separados por m/2 (ortogonales), pero en Bloch el dngulo se

duplica: la parametrizacién usa 6/2.
(d) Matriz de rotacién 3 x 3.

De la regla (z,y, z) — (2, —y, z):
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trRy=0—14+0=—-1=1+2cosp = cosp=—1 = p=m.V

Ejercicio 114

Dados 6 = %’T y ¢ = —F%, define
0 , 0
|v) = cos 5 |0) + €™ sin§ 11).

(a) Calcula oy 8 explicitamente.
(b) Verifica |a|? + |B]? = 1.
(c) Calcula P(]0)) y P(|1)).

(d) Recupera (x,y, z) y verifica consistencia con (6, ¢).

Solucién detallada:
(a) Amplitudes.

0 =2n/3:0/2 =m/3. cos(r/3) = 1/2, sin(n/3) = /3/2.
¢ = —7/6: e="/% = cos(n/6) — isin(r/6) = L2 —

i
5

! _ﬁ%f_

3 V3
a= -, b= 5 ) e

N | .

o =310+ (5 - i) m

(b) Verificacién.

1 9 3 12 3
2 _ - 2:— _— = — = —
=7 =1t %="1%"2

1 3
|04’2+\5|2:Z+1:1 v

(c) Probabilidades.

pm»:i:%%, Pm»:i:m%

(d) Coordenadas y verificacién.

Con las formulas directas (6 = 27/3, ¢ = —7/6):
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x = sin(27/3) cos(—m/6) = _—
y = sin(27/3) sin(—n/6) =
z = cos(2m/3) =

Verificaciéon: 9/16 +3/16 + 1/4 =12/16 +4/16 = 1. Vv
Con a*B: o8 = 3(3/4 — V/3i/4) = 3/8 — V/3i/8.
r=2-3/8=3/4y=2-(—V3/8) = —3/4 2 =1/4—-3/4=—-1/2. ¥

a2

Ejercicio 115

Considera |0) y las rotaciones R, (a) = e 2V R.(B) = I
(a) Escribe |[¢(a, 8)) = R.(8)R,(a) |0) en forma de amplitudes.

(b) Obtén (z,y, z) en funcién de (a, ).
(c) Para a = /3, B =7/2, calcula (z,y, 2).

(d) Compara con aplicar H en lugar de R, (/).

Solucion detallada:

(a) Amplitudes.

cos(a/2) —sin(a/2)) R.(5) = (e—iﬂ/Z 0 )

sin(a/2)  cos(a/2) 0 eh?

Ry(a) = (
Ry(a)|0) = (ij((gg))) Luego:

@72’B/2 COSs| &
&wmmmmz( <”§

/2 sin(a/2)

Eliminando la fase global e=%/2:

) = cos(a/2) [0) + ¢ sin(a/2) 1)

Es la forma de Bloch con 6 = «, ¢ = .
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(b) Coordenadas.

’x:sinacosﬁ, y=sinasinf, z=cosa

(c) a=mn/3, B=m/2.
sin(7/3) = v/3/2, cos(n/3) = 1/2. cos(r/2) = 0, sin(7/2) = 1.

r=0 y=

Verificacion: 04+3/44+1/4=1. v

272

(2,1, 2) = (o, V3 1)

(d) Comparacién con H en lugar de R..

HR,(7/3)|0): R, produce = (/3/2,0,1/2). H acttia como (z,y, 2) — (2, —y, z):
7 =(1/2,0,v/3/2).

Mientras que R, (7/2)R,(7/3) produce (0,1/3/2,1/2).

HR, # R.R, : vectores de Bloch distintos (1/2,0,v/3/2) # (0,v/3/2,1/2)

H no es una rotacion pura alrededor de z; incluye mezcla de ejes.

Ejercicio 116

Sea . .
|4)) = cos 5 0) + € sin 5 11).

(a) Expresa P(|0)) y P(|1)) en funcion de 6.
(b) En la base {|+),|—)}, calcula P(]+)) y P(]—)) en funcién de (0, ¢).
(c) Interpreta geométricamente en la esfera de Bloch.

(d) Para 6§ =7/3 y ¢ = /2, calcula numéricamente todas las probabilidades.

Solucién detallada:

(a) Probabilidades en base Z.

1+cos8_ 142

P(]0)) = cos?(0/2) = 5 5
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1—008071—2

P(|1)) = sin*(0/2) = —5— = —

Solo dependen de 6 (latitud), no de ¢.

(b) Probabilidades en base X ({|+),|—)}).

(+1+v) = Z5(cos(0/2) + € sin(0/2)).

P(|4)) = L[1 4 ¢t . 20/ 629 /9) /. |... Calculemos directamente:

2 cos(0/2)
(cos?(0/2) + sin?(0/2) + 2 cos(0/2) sin(6/2) cos ¢)

P(|+)) = 3| cos(0/2) + e sin(0/2)|* = 1

= 1(1+sinfcos¢) = 112

~1+xz 1+sinfcos¢
2 2

P(l=)) =

P(]+))

1—=x
2

(c) Interpretaciéon geométrica.

La férmula universal es P(é) = (14 7 €)/2: la probabilidad de medir en direccién é es la
“proyeccion” del vector de Bloch sobre esa direccion. Medida en Z: depende de z. Medida
en X: depende de z. Medida en Y: depende de y.

F-é=1 = P =1 (certeza). 7-é=—-1 = P=0.7-é6=0 = P =1/2 (azar total).
(d) Valores para = /3, ¢ = 7/2.

(z,y,2) = (0,V/3/2,1/2).

P(|0)) = 3/4 =75%, P(|1)) = 1/4 = 25%.

P(|[+)) =1/2=50%, P(|-)) =1/2 = 50 %.

P(|+,)) = (1+v3/2)/2 = (2+ V3)/4 ~ 93,3 %.

Z:15%/25%. X :50%/50%. Y :93,3%/6,7%.

El estado esta casi alineado con +y: alta P(|+,)), equiprobable en X, sesgado en Z hacia
10).

Considera el estado inicial

[Yoh = <= ((3+9)10) + (1 - 3) 1))

w
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y aplica, en este orden, R,(7w/2), Sy T.

(a) Calcula explicitamente el estado después de cada puerta.
(b) Comprueba la normalizacion del estado final.
(c) Escribe el estado final en forma de Bloch y determina (6, ¢).

(d) Calcula (x,y, z) y discute si el estado estd més cerca de |0), |1), |[+) o |—).

Solucion detallada:

Nota previa: [3+i[2 4|1 —3i|?> = 10+ 10 = 20 # 13. Renormalizamos: ||| = v/20 = 2/5.

1 341
Wo) = 27\/5 (1_32.)

(a) Estado tras cada puerta.

Paso 1: R,(m/2). Ry(n/2) = % ( 1_ T)

—1

V225
1—3¢

) = e )
Verificacion: |1 — 3i|?/10 = 10/10 = 1. v/
Paso 2: S. S|1) =i|1):

i(1 — 3i7) 3+
Paso 3: T. T'|1) = e™/*|1):

(3 +i)ei/4 (3+4)(1+14) 2+ 4i

(b) Normalizacion. |2 + 4i|?/20 = 20/20 = 1. v/
(c) Forma de Bloch.
a =0, 3= (2+4i)/\/20: el estado es puramente |1) (salvo fase global).
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0=m, ¢ indefinido (polo sur)

(d) Coordenadas y discusion.

(x,y,2) = (0,0,—1) (polo sur)

El estado esta exactamente en |1): maximamente alejado de |0) y equidistante de |+) y

|—). La secuencia R, — S — T ha conducido desde un estado genérico hasta el polo sur.

Ejercicio 118

Sea el estado normalizado

) = \/13_0((2 + 43) 0) + (1 — 53) [1)).

(a) Calcula P(|0)) y P(]1)) en la base computacional.
(b) Calcula las probabilidades en la base de Hadamard {|+),|—)}.
(c) Calcula las probabilidades en la base de autoestados de Y, {|+,),|—4)}-

(d) Expresa todas las probabilidades con el vector de Bloch y verifica.

Solucién detallada:
Verificacién previa: |2 + 4i|? 4+ |1 — 5i|> = 20 + 26 = 46 # 30. Renormalizamos con /46.

Vector de Bloch.

wn _ (2=40)(1=5i) _ 2-10i—4i4+202 _ —18—14i _ —9—Ti
O‘ﬁ—( ié } = 46+ = "6 T~ "3
—18 —14 20 — 26 3
r = y Y= y A= = T 59
23 23 46 23

Verificacion: (324 4+ 196 +9)/529 = 529/529 = 1. v/
(a) Base Z.

20 10 26 13
P(0) = 1o =53 ®435%,  P(1)) = {5 = 55 56,5 %

(b) Base X.

P(l+)) =1 +2)/2=(1-18/23)/2=5/46 ~ 10,9%
P(=)) = (1 —x)/2 =41/46 ~ 89,1 %

(c) Base Y.
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P(l4+,)) = (14+y)/2 = (1—14/23)/2 = 9/46 ~ 19,6 %
P(l—)) = (1—y)/2 =37/46 ~ 80,4 %

(d) Verificacién con Bloch.

P(10)) = (1 +2)/2 = (1—3/23)/2 = 20/46 = 10/23. v
P(+)) = (14+x)/2=(1—18/23)/2 = 5/46. v
P(l+y) =14y)/2=(1-14/23)/2=9/46. v

7 :435%/56,5%. X :10,9%/89,1%. Y :19,6%/80,4%.

El estado esta cercano a |—) (eje —z dominante).

Ejercicio 119

Considera un qubit con vector de Bloch inicial

B 1 11
To=\|—4&, =, = | .
0 \/57 27 9

(a) Determina un estado [¢y) con vector de Bloch 7.
(b) Calcula los vectores de Bloch tras aplicar X, Y, Z, Sy T.
(c) Para cada puerta, indica eje y dngulo de rotacion.

(d) Indica qué puertas dejan invariante z y cuédles x.

Solucion detallada:
(a) Estado.
F2=1/24+1/4+1/4=1.V

z =1/2 = cosh = 1/2 = 0 = 7/3. ¢ = arctan(y/z) = arctan /% —

1/V2
arctan(l/ﬂ) ~ 35,267.

V3

o) = cos(/6) [0 + €% sin/6) 1) = *£210) + - 1)

(b) Vectores de Bloch transformados.
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Puerta x Yy’ 2z’ Regla de Bloch
Inicial 1/v2 1/2 /2 —

X 1/v2 =172 —1/2 (x,—y,—=2)

Y —1/vV2  1/2 —1/2 (—z,y,—2)

Z —1/v/2  —1/2  1/2  (—z,—y,2)

S —1/2  1/V2 12 (~y,z,2)

T ~ 0,146 ~0,854 1/2 rot.7w/4en z

(c) Ejes y angulos.

(d) Invariantes.

Puerta Eje Angulo

Tipo

X

N v N

> IS SN &>

Q>

m

m

m
/2
/4

Inversion yz

Inversién zz

Inversion zy

Cuarto de vuelta

Octavo de vuelta

z invariante: Z, S, T' (rotan alrededor de Z, conservan la coordenada z).

x invariante: X (rota alrededor de Z, conserva x).

y invariante: Y (rota alrededor de §, conserva y).

‘Regla general: una rotacion alrededor del eje 1 conserva la componente r,, = 7 - 1

Ejercicio 120

Sea

[¥(a, b)) = (a+ib) |0) + (1 = 2i) |1),
(a) Da la condicién sobre (a,b) para que el estado esté normalizado.

(b) Elige (a,b) que maximicen la probabilidad de medir |1) bajo la restricciéon de

normalizacion, y determina dichos valores.

(c) Con esos valores, calcula (0, ¢) y el vector de Bloch del estado.

a,beR.
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(d) Discute geométricamente el punto de la esfera de Bloch obtenido y por qué

maximiza P(|1)).

Solucién detallada:

(a) Condicién de normalizacién.

0|2 = |a +ib]> + |1 — 2i* = (a* + b*) +5=1

a®> 4+ bv* = —4 = IMPOSIBLE para a,b € R

No existe (a,b) € R? que normalice el estado: la norma minima es v/5 (en a = b = 0),

mayor que 1. El estado siempre requiere renormalizacion.

(b) Maximizar P(|1)).

En el estado renormalizado: P(|1)) = |1”;2”1'2|2 = +22 -

Esta funcién es decreciente en a? + b%. Para maximizarla, minimizamos a? + b*:

min(a? +0*) =0 = |[a=0, b=0

P(|1))max = 5/5 = 1 = 100 %.

El estado es [¢)) = (1 — 2i) [1), que normalizado es 1&? |1) = e farctan2 1),

(c) Angulos y vector de Bloch.
El estado es [1) (salvo fase global): § = 7, ¢ indefinido.

(z,y,2) = (0,0,—1) (polo sur)

(d) Discusién geométrica.

P(|1)) = (1 — 2)/2. Esta probabilidad se maximiza cuando z = —1, que es el polo sur de

la esfera de Bloch, correspondiente exactamente al estado |1).

Minimizar |«|? (amplitud de |0)) equivale a empujar el vector de Bloch hacia z = —1. El
polo sur es el Gnico punto con P(|1)) =1, y es el punto mas alejado de |0) (polo norte)

tanto en la esfera de Bloch como en el espacio de Hilbert.
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Circuitos Cuanticos




Circuitos B (2 qubits)

En esta seccién se resuelven los circuitos de 2 qubits denominados B1 a B9. Cada uno combina
puertas de un qubit (Hadamard, rotaciones, puertas de fase) con puertas controladas (CNOT).
Para cada circuito se muestra la evolucion paso a paso con las matrices explicitas, el estado final,

las probabilidades de medida en la base computacional y el apartado extra correspondiente.

. |_£m_
g1 " (A —

2 0 1
C =

Ejercicio B1

Circuito B1

Se quiere resolver el circuito del ejercicio B1 para el estado inicial
V3 (1+1) V3 V/3i \/5(2—z')|11>
6

(2)
) = |U = Y2ty “201) — X1
) og) =200 + o) - YEjo) +

Trabajamos en la base computacional ordenada como {|00),|01),]10),|11)}. En esta base, el

vector de estado inicial se escribe como un vector columna de 4 componentes:

V3(144)

e

‘win> = _h
6

V3(2-i)
6

El circuito aplica, en este orden: H ® I, CNOTy;. En total son 2 operaciones unitarias que se
componen de derecha a izquierda para obtener el operador total del circuito. Finalmente se

mide en la base computacional.

Estado inicial en forma matricial

En la base {|00), |01),|10),|11)}, el estado inicial es el vector columna mostrado arriba. Verificamos

que esta normalizado: la suma de los médulos cuadrados de sus componentes vale
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V3

V3 (1+14)
D

6

I =

*+ |

Confirmamos que ||¢,

Puerta l: H® I

I+ |-

Vi, V3@=1),_
S e o

1, como debe ser para un estado cuantico fisico.

La primera operacion del circuito es H ® I. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre el

espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

U, =

S fy o ol
ol © wfy ©

Aplicamos esta puerta al estado inicial |t,):

|¢1> =

Y
v 0
0o
\f
_72 0
0 -4

Ut |vo).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

Wl) =

V6
12
V6(4—9)
12
V6(1424)
12
V61
12

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

V6

) = Loy + YEUZD oy

Puerta 2: CNOT;

La ultima operacion del circuito es CNOTy;. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre

el espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

o O O =

Us
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Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢):

|¢2> = U2 |77Z}1>

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

V6
12
V6(4—1)

12

V6(142i)
12

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

V6 V6 (4 —i

_ i)
|19) = §|00> + D 01)

V6i V6 (14 2i)

i
Y 11
+ =5 110) + ——[11)

Operador unitario total

El operador unitario total del circuito se obtiene componiendo todas las puertas de derecha a

izquierda, en el orden en que se aplican:

Utotal = U2 : Ul-

Calculando el producto explicito de las 2 matrices, obtenemos:

20 g 0
V2 V2
Utotal = 0 ? 0 E)
0 % 0 =¥
V2 V2
2 0 =5 0

Se puede verificar que esta matriz es unitaria, es decir, UJOtaLl Uiotal = 14.

Estado final

El estado de salida del circuito, tras aplicar todas las puertas al estado inicial, es:
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V6
12

VB(4—i)
‘¢out> = \1[722
12

V6(1424)
12

En notacién de Dirac, este estado se escribe como:

V6 V6 (4 1)

— 1
5 |00) + 19 |01)

|¢out> -

\/6i V6 (1 + 29)

g
Y= 11
+ =5 110) + ——[11)

Probabilidades de medida

Las probabilidades de obtener cada resultado al medir en la base computacional se calculan como
los médulos cuadrados de las amplitudes del estado final. Para un estado |¢) = >, cklk), la
probabilidad de medir |k) es P(k) = |cx|*.

Probabilidad de |00)

V6 1
P(00) = |22 = —
Probabilidad de |01)
V6 (4 — 1) 17
P 1 - 2 = —.
O =[—F—F =5
Probabilidad de |10)
V6i, 1
P(10) = [ Y202 =
(10) =517 = 5;
Probabilidad de |11)
1+ 24
pa1y = |YO+20), 5
12 24
Asi,
17 1 5
P(O0)=—, POl)=--  P10)=—, P(11)=—

y se verifica:

1+17+1+5_1
24 24 24 24

151



Separabilidad y entrelazamiento

Para determinar si el estado es separable o entrelazado, calculamos la matriz densidad reducida
del qubit 0 y comprobamos si es un estado puro. Un estado de 2 qubits es separable si y solo si la

traza parcial sobre cualquiera de los subsistemas produce un estado puro, es decir, Tr(p?) = 1.

1 _ 5
12 12
5i 1
12 4

Como la pureza es estrictamente menor que 1, el estado final es entrelazado.

Ejercicio B2

+ e

po =Tri(p) = (1

12

71

La pureza del subsistema 0 es Tr(p§) = L.

Circuito B2

Se quiere resolver el circuito del ejercicio B2 para el estado inicial

i) = [947) = YL 100y — XL

+ 280y 1 Xy

Trabajamos en la base computacional ordenada como {|00),|01),]10),|11)}. En esta base, el

vector de estado inicial se escribe como un vector columna de 4 componentes:

V15
5
V15

|¢in> - 2\/11%
15

V15
15

El circuito aplica, en este orden: H ® I, CNOTy;, I ® S. En total son 3 operaciones unitarias
que se componen de derecha a izquierda para obtener el operador total del circuito. Finalmente

se mide en la base computacional.
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Estado inicial en forma matricial

En la base {|00),]01),]10),|11)}, el estado inicial es el vector columna mostrado arriba. Verificamos

que esta normalizado: la suma de los médulos cuadrados de sus componentes vale

‘7\/15‘24_ - \/15|2+ ’2\/15|2+ ’\/15
5 15 15 15

1, como debe ser para un estado cuantico fisico.

2 =1.

Confirmamos que |[¢)i,]|? =

Puertal: H® I

La primera operacién del circuito es H ® I. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre el

espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 X 4), es:

F 0% 0
0 ¥ V2
U1 — 3 2 3 2
> 0 =% 0
V2 V2
0 2 o v
Aplicamos esta puerta al estado inicial [);,):
Wl) =U Wo>-

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

W1> = /30

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

) - gy Py 0y

Puerta 2: CNOTy;

La segunda operacion del circuito es CNOTy;. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre

el espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:
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1000

0100
Uy =

0001

0010

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢):

|lb2> = (]2|1b1>'

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

V30
6

0
|¢2> = V30

15

V30
30

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

) - g~ g By

Puerta 3: I® S

La tultima operaciéon del circuito es [ ® S. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre el

espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 X 4), es:

1 000

0 ¢ 00
l]é = ’

0 10

0 0 1

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢)s):

[Y5) = Us [1g).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

V30
6

0
|ths) = V30

15
V301
30
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Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

30 30 302
45) - gy~ By

1)

Operador unitario total

El operador unitario total del circuito se obtiene componiendo todas las puertas de derecha a

izquierda, en el orden en que se aplican:

Utotal = U3 : U2 : Ul-

Calculando el producto explicito de las 3 matrices, obtenemos:

20 20
Vo= | 0 2 0 2

0o 2 0 -2

Y2 ¥

Se puede verificar que esta matriz es unitaria, es decir, UJOtaLl Uiotal = 14.

Estado final

El estado de salida del circuito, tras aplicar todas las puertas al estado inicial, es:

V30
6
0
|¢out> = /30
15
/304
30
En notacién de Dirac, este estado se escribe como:
V30 v 30 V301
[Vout) = T|00> - T5|10> 30 11)

Probabilidades de medida

Las probabilidades de obtener cada resultado al medir en la base computacional se calculan como
los médulos cuadrados de las amplitudes del estado final. Para un estado |¢) = >, cklk), la
probabilidad de medir |k) es P(k) = |cx|?.

Probabilidad de |00)
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V30, 5
P(00) = |—1|" = =.
(00) = |Y2p =2
Probabilidad de |01)
P(01) = |0]* = 0.
Probabilidad de |10)
V30, 2
Probabilidad de |11)
‘ 1
POty = |- L

30
Asi,

P(00) = 2, P(01)=0,  P(10) = 125 P(11) = —

y se verifica:

5 2 1
° S =1
6 P05 R0

Efecto de la puerta S

La puerta S (también llamada puerta de fase m/2) aplica una fase de i al componente |1) del qubit
sobre el que actia. Esto modifica las fases relativas entre las amplitudes del estado sin cambiar las
probabilidades de medida individuales de ese qubit. Sin embargo, si cambia las correlaciones entre
qubits cuando el estado es entrelazado. En este circuito, la puerta S acttia después del CNOT,

modificando las fases relativas del estado entrelazado generado por H ® I seguido de CNOT.
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Ejercicio B3

do

g1

Circuito B3

Se quiere resolver el circuito del ejercicio B3 para el estado inicial

b = Py = By o Vg Vg VR0

Trabajamos en la base computacional ordenada como {|00),]01),]10),|11)}. En esta base, el

vector de estado inicial se escribe como un vector columna de 4 componentes:

V3(144)

|1/)in> =

%

V3(2-i)
6

El circuito aplica, en este orden: T'® H, CNOT}y, Rz(7/2) ® I. En total son 3 operaciones

unitarias que se componen de derecha a izquierda para obtener el operador total del circuito.

m|§wlam

Finalmente se mide en la base computacional.

Estado inicial en forma matricial

En la base {|00), |01),|10),|11)}, el estado inicial es el vector columna mostrado arriba. Verificamos

que esta normalizado: la suma de los médulos cuadrados de sus componentes vale

V3(1+1i), V3, V3(2—i),
T|+|?|+| + | 5 " =1

= 1, como debe ser para un estado cuantico fisico.

| Vi,

Confirmamos que |1, ||2
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Puertal: T®@ H

La primera operacion del circuito es T'® H. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre el

espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

2 o 0 0
U, = i 10, 10.
0 0 35+ % 5+ %
R
Aplicamos esta puerta al estado inicial [1);,):
Wl) =U Wo>-

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

V6(3+1)

|¢1> = %

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

V6 (3 + 1)
12

V6 (=1 41)

Wl) = 12

100) + 01)

V3 V3(=1—1)

3
—10 11
+3500) + Y= )

Puerta 2: CNOT,

La segunda operacion del circuito es CNOTy. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre

el espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

Uy =

o O =
_ o O O
o = O O
o O = O

0

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢):

|th2) = Uz [t1).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:
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|¢2> = &

VB(—1+41)

Equivalentemente, en notacién de Dirac:

iy = Y28 Do)

V3 V6 (—1 +14)

3
—I1 11
+2200) + 2

Puerta 3: Rz(7/2)® [

La tltima operacién del circuito es Rz(7/2) ® I. La matriz unitaria correspondiente, actuando

sobre el espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

V2(1—i
4= 9 0 0
G| 0 0 0
oo 0 V2
0 0 0 V2(1+i)

2

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢)s):

WJ3> =Us W2>-

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

&
2
[\)
!

&

ol
oD

|¥3) =

B
2
5

o
B

Equivalentemente, en notacion de Dirac:

) = Y22 =Dy00) _ ¥0yqp)

M‘l[» — \é§|11>
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Operador unitario total

El operador unitario total del circuito se obtiene componiendo todas las puertas de derecha a

izquierda, en el orden en que se aplican:

Utotal - U3 : U2 : Ul-

Calculando el producto explicito de las 3 matrices, obtenemos:

1 7 1 7

373 33 0 0
B T
total — 0 0 \/252 \/251

1 ) 1 7

3tz —3—3 0 0

Se puede verificar que esta matriz es unitaria, es decir, UJOtal Utotal = 14.

Estado final

El estado de salida del circuito, tras aplicar todas las puertas al estado inicial, es:

&
ST
N2

|¢0ut> =

S
‘ o=
@% o
=

En notacién de Dirac, este estado se escribe como:

V3(2—1i) V6

6
[tou) = ——5——100) = ==[01)

+‘/6<(16+i)\10> —‘f|11>

Probabilidades de medida

Las probabilidades de obtener cada resultado al medir en la base computacional se calculan como
los médulos cuadrados de las amplitudes del estado final. Para un estado |¢) = >, cklk), la
probabilidad de medir |k) es P(k) = |cx|*.

Probabilidad de |00)

\/5(2_”'2: 5

P(00) = [+ =

12°
Probabilidad de |01)
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P(01) = | — =z,
1) =] - 1P =
Probabilidad de |10)
V(1 +i), 1
P(10) = 2=
(10) = S0P =
Probabilidad de |11)
V3, 1
Pa1) = | = 2= = =
Asi,
PO0) = >, P(01) = P(10) = Pa1) = -
12’ 6 3 12
y se verifica:
1 1 1
A .

Fases globales y relativas

Una fase global es un factor e’ que multiplica a todo el vector de estado y no tiene efecto
observable, pues las probabilidades de medida son |e*c;|* = |cx|?>. En cambio, una fase relativa
modifica el argumento de unas amplitudes respecto a otras, alterando los patrones de interferencia.
En este circuito, la puerta T introduce una fase relativa de ¢”/4 en |1) del qubit 0 antes de que
la CNOT traslade la informacién al qubit 1, y la posterior Rz(7/2) anade fases adicionales que,

combinadas con la Hadamard, producen interferencia constructiva o destructiva.

Ejercicio B4

Circuito B4

Se quiere resolver el circuito del ejercicio B4 para el estado inicial
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o) = [947) = Y22 100) - XL

+ 280y 1+ Xy

Trabajamos en la base computacional ordenada como {|00), |01),]10),|11)}. En esta base, el

vector de estado inicial se escribe como un vector columna de 4 componentes:

V15
5

V15
) = | S8
15

V15
15

El circuito aplica, en este orden: Ry (7/2) ® Rz(w/2), CNOTy, I ® P(r/4). En total son 3
operaciones unitarias que se componen de derecha a izquierda para obtener el operador total

del circuito. Finalmente se mide en la base computacional.

Estado inicial en forma matricial

En la base {|00),]01),[10), |11)}, el estado inicial es el vector columna mostrado arriba. Verificamos

que esta normalizado: la suma de los médulos cuadrados de sus componentes vale

|7\/15|2+| \/15|2+ |2\/15|2+ |\/15
5 15 15 15

= 1, como debe ser para un estado cuantico fisico.

2 =1.

Confirmamos que [|1,]|* = 2=

Puerta 1: Rx(n/2) ® Rz(7/2)

La primera operacion del circuito es Rx(7/2) ® Rz(mw/2). La matriz unitaria correspondiente,

actuando sobre el espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es

1 1
27z 0 —3—35 0
1 [ 1 %
Uy = 10 i 2 1 | i > 2
572 0 575 0
0 4oy 0 e
Aplicamos esta puerta al estado inicial |t,):
[v1) = Uy [to).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:
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V15(1—-5i)
30
/154

— 15
1) = | yisresi
30

V151
15

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

V15 (1 —5i \/_z

|11) = o )|00>

01)

V15 (=1 — 52')|1O> \/_z
30

11)

Puerta 2: CNOT,

La segunda operacion del circuito es CNOTy;. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre

el espacio completo de 2 qubits (dimension 4 x 4), es

1 000

0100
[]é ==

0 001

0010

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢):

1Y) = Uy [t1).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

V15(1—59)
30
V15i

|th2) = \/%51

15
V15(—1—54)
30

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

V15 (1 —5i

) \/_Z
30 |00) —

|¢2) = 01)

15i 15 (—1 - 5i
VIS gy 4 V1B J
15 30

+ |11)
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Puerta 3: I ® P(n/4)

La ultima operacion del circuito es I ® P(w/4). La matriz unitaria correspondiente, actuando

sobre el espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

1 0 0 0
Us =

0 0 1 0

0 0 0 V2(1+i)

2

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢)s):

W:s) =Us W2>-

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

V/15(1—54)

_ 30

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

V15 (1 — 5i) 00 +\/%(1—¢)

) = 2 00) + L2

01)
V15i V30 (2 - 3i)

10
- 15‘ )+ 30

1)

Operador unitario total

El operador unitario total del circuito se obtiene componiendo todas las puertas de derecha a

izquierda, en el orden en que se aplican:

Utotal = U3 : U2 : Ul-

Calculando el producto explicito de las 3 matrices, obtenemos:

1 7 1 7
2z 0 —3—5 0
S I
/3 2 2 /3 2 2
-5 0 = 0

Se puede verificar que esta matriz es unitaria, es decir, UtTOtaLl Uiotal = 14.
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Estado final

El estado de salida del circuito, tras aplicar todas las puertas al estado inicial, es:

V/15(1—>54)

W)out> - i

V/30(2—3i)
30

En notacién de Dirac, este estado se escribe como:

) = YU o) VL0,
V15i V30 (2 — 3d)
+15mH——%—4m

Probabilidades de medida

Las probabilidades de obtener cada resultado al medir en la base computacional se calculan como
los moédulos cuadrados de las amplitudes del estado final. Para un estado |[¢)) = >, cilk), la
probabilidad de medir |k) es P(k) = |cx|*.

Probabilidad de |00)

V15 (1 —5¢)|2 13

P(00) = _
(00) =1 30 30
Probabilidad de |01)
30 (1 1
Py = Y200 L
30 15
Probabilidad de |10)
V15i, 1
P(10) = ==
Probabilidad de [11)
p(p) = YR8 13
30 30
Asi,
13 1 1 13
P(00)=—,  POl)=-—, P10)=-—, Pl)=—
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y se verifica:

13+1+1+13_1
30 15 15 30

Matriz densidad y marginales

Calculamos la matriz densidad p = |thout) (Yout| v las marginales.

po =Tri(p) = (

O NI
o= O
\—/

p1 = Tro(p) = (

O NI
= O
\_/

Purezas: Tr(p3) = 3, Tr(p?) = 3.

Ejercicio B5

do (@

01 (@A

Q2 + —
» L LT,

Circuito B5

Se quiere resolver el circuito del ejercicio B5 para el estado inicial

3
) = [T 1000) + ?|001> 010) +

6 6

Trabajamos en la base computacional ordenada

inicial se escribe como un vector columna de 8 componentes:

V3(1+1i) V3 V3i V3(2—1)
6

|111)

como

{]000), |001), [010), |011), |100), |101),]110), |111)}. En esta base, el vector de estado
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S

144)

7

|¢in> -

o o o o@ww\aa

V3

—~
[\

=]

El circuito aplica, en este orden: H ® I ® I, CNOTy; ® I, I ® CNOT;2, X ® I ® ST. En total
son 4 operaciones unitarias que se componen de derecha a izquierda para obtener el operador

total del circuito. Finalmente se mide en la base computacional.

Estado inicial en forma matricial

En la base {|000), |001),]010),|011), |100), |101),|110), |[111)}, el estado inicial es el vector columna
mostrado arriba. Verificamos que estda normalizado: la suma de los moédulos cuadrados de sus

componentes vale

\/§(2+i)|2+|\/§|2+|_\/6§i

2 2
0
- 2+ ol

+ [0 + 10" + [0 + |=—

Confirmamos que |[¢i,]|> = 1, como debe ser para un estado cudntico fisico.

Puertal: HRIRI

La primera operacion del circuito es H ® I ® I. La matriz unitaria correspondiente, actuando

sobre el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es:

20 0 0 %2 0 0 0
0 %2 0 0 0 2 0 0
0 0 %2 0 0 0 2 0
S U 20 0 0 2
2 0 0 0 -2 0 0 0
0 2 0 0 0 -2 0 0
0 0 %2 0 0o 0 -2 o0
0 0 0 %2 0o 0 0 -2

Aplicamos esta puerta al estado inicial |,):
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[11) = Uy [¢o).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

V6(144)

— 12
|¢1> - V6(144)
12
V6
6
_ VGi

12

V6(—2+i)
12

Equivalentemente, en notacion de Dirac:

) = Y2 D000+ X Ejo0n) — ¥ o1y + YE Doy
+ M‘lom + £’101> \/—2\110) M!HU

12 12

Puerta 2: CNOTy; ® 1

La segunda operacion del circuito es CNOT(; ® I. La matriz unitaria correspondiente, actuando

sobre el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es

o O O O = O O
o = O O O o o o
_ O O O O o o O
o O O R O O o o©

S =, O O O O O

o O O O O o o =
o O O O O O+~ O
o O O o = O O O

0

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢):

|¢2> = U2 |¢1>

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:
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V6(1+1)
12
V6

6
_ VGi
12

V6(2—1)
12
|¢2> = _ \Gi
12
VB(-2+i)
12
V6(144)
12
V6

6

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

|19) = \/6(112—1—2')'()00) + ‘26|001> — ‘{Sﬂom) + ‘/6<122_7;)|011>
- @'100) + Wuon 4 ‘/6(112”)|110> + *fum

Puerta 3: I ® CNOT;

La tercera operacion del circuito es I ® CNOTy,. La matriz unitaria correspondiente, actuando

sobre el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es:

Us =

o O O = O O O
O O O = O O o O
o O = O O O o O
— O O O O o O o

_ o O O O o O

oS O O O O o o
o O O O O o = O
o O O O o = O O

0

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢)g):

|ths) = Us [2).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:
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V6(1+1)

12
V6
6
V6(2—i)
12
_ VGi

T 120

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

V6 (1 +1) V6 V6 (2

6 — 1) V6i
~~|001) + ~———2]010) — ~—|011
5 |000) + c 001) + 5 1010) — =o-[011)

{?|100) + \/6<I§ *9) 1101) + ‘?|110> + Vo (L+i) (11; J

|¥3) =

1111)

Puerta 4: X @ [ ® St

La ultima operacién del circuito es X ® I ® ST. La matriz unitaria correspondiente, actuando

sobre el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es:

o 0 0 0 1 0 0 O
0O 0 0 0 0 —2 0 O
0O 0 0 0 0 0 1

U, = 0O 0 0 0 0 0 0 —2
10 0 0 0 0 0 O
0O — 0 0 0 0 0 O
o 0 1 0 0 0 0 O
0O 00 — 0 0 0 0

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢3):

|tha) = Us |ths).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:
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_ /6i
12

V6(142i)
12
V6

6
V6(1—1)

— 12
|¢4> - V6(1414)
12
_ VGi

6
V6(2—i)
12

_ V6
12

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

_\@000) + W;oon + ‘26|o1o> + ﬁ%_%n)

V6 (1 + 1) V6i V6 (2 —4) VG
+ T|100) — T|101> + T|110> - E|111>

|¢4> =

Operador unitario total

El operador unitario total del circuito se obtiene componiendo todas las puertas de derecha a

izquierda, en el orden en que se aplican:

Usotat = Us - Us - Uz - Uy

Calculando el producto explicito de las 4 matrices, obtenemos:

o 0 2 0 0 0 -2 0

o 0 0 ¥ o 0o 0 ¥

o 2 0 0 0 -2 0 0

S ~YZo9 0 0 2 0 0 0
Tl 9 0 0 2 0 0 0
0 %2 0 0 0 -2 0 0

o 0 0 ¥ 0o 0o 0 2

0 0 =¥ 0 0 0 ¥ 0

Se puede verificar que esta matriz es unitaria, es decir, UJOtal Uiotal = Is.

Estado final

El estado de salida del circuito, tras aplicar todas las puertas al estado inicial, es:
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_ /6i
12

V6(1424)
12
V6

6
V6(1—1)

— 12
|¢out> - V6(144)
12
_ /6

6
VB(2—i)
12

_ V6
12

En notacién de Dirac, este estado se escribe como:

fmom + Wmon + ?|o10> + */6(112_i>|o11>

+\/6(1+¢) Vi V6 (2 V6

—9) 6
1 — —101 —F=(110) — — 111
2 100) — ¥ 101 + =10y - V)

|¢out> - -

Probabilidades de medida

Las probabilidades de obtener cada resultado al medir en la base computacional se calculan como
los médulos cuadrados de las amplitudes del estado final. Para un estado |¢) = >, cklk), la
probabilidad de medir |k) es P(k) = |cx|*.

Probabilidad de |000)
67 1

Probabilidad de |001)

\/6(1+2¢)|2_ 5

P(001) = | G =21
Probabilidad de [010)
V6, 1
P(010) = |?|2 =
Probabilidad de |011)
V6 (1 — 1) 1
P(011) = |T|2 =1
Probabilidad de [100)
V6 (1+i 1
p(on) = VU L
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Probabilidad de [101)

Probabilidad de [110)

12 24
Probabilidad de |111)
6 1
P(111) = —£|2 —
12 24
Asi,
PO00) = - P(O01) =2,  POI0) =,  P(0I11) = -
24 24 6’ 12
1 1 5 1
P(100) = o P(101) = 5 P(110) = o P(111) = %

y se verifica:

1+5+1+1
24 24 6 12
+1+1+5+1—1
12 6 24 24

Trazas parciales

Calculamos dos trazas parciales para analizar las correlaciones entre subsistemas.

1 1,4 _5 4 i _i
4 2 T2 2t 6
1 1 1 1
24~ 24 4 6 8T8
por = Trz(p) 5 i 1 11 s
24~ 24 6 4 24 T
i 1_ i 1 _ 5 1
6 87 8 24~ 24 1
1 1 i
= - _|_ K
_ _ 2 12776
Po = Trl?(p) - ( i 1
12 6 2
Purezas: Tr(pd;) = 15, Tr(p]) = 7. Si alguna pureza es menor que 1, existe entrelazamiento entre

ese subsistema y el resto, indicando correlaciones cuanticas no clasicas.
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Ejercicio B6

Circuito B6

Se quiere resolver el circuito del ejercicio B6 para el estado inicial

V3 (2 - 1)

V3(1+1)
6 7%

01)

) = [09) = 100)

V/3i V3
THO)_?'H)

+
Trabajamos en la base computacional ordenada como {|00),|01),]10),|11)}. En esta base, el

vector de estado inicial se escribe como un vector columna de 4 componentes:

V3(2=i)

6
V3(1+4)

|¢in> - é
3

_ V3
6

El circuito aplica, en este orden: H ® I, CNOTy;, I ® S. En total son 3 operaciones unitarias
que se componen de derecha a izquierda para obtener el operador total del circuito. Finalmente

se mide en la base computacional.

Estado inicial en forma matricial

En la base {|00), |01),|10),|11)}, el estado inicial es el vector columna mostrado arriba. Verificamos

que esta normalizado: la suma de los médulos cuadrados de sus componentes vale

VBE2—i),  V3(L+i)
6 |+| 6

[

?+ |

Confirmamos que |1,

3t 3
3 6

1, como debe ser para un estado cuantico fisico.
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Puertal: H® I

La primera operacién del circuito es H ® I. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre el

espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

F 0% 0
0 2 o0 ¥
U1 — 3 2 3 2
>0 =% 0
V2 V2
0 2 o v
Aplicamos esta puerta al estado inicial [1);,):
Wl) =U Wo>-

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

V6(244)

12
V6i

_ 12

|1/}1> - \/6(273@')
12

V6(2+i)

12

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

V6 (2 + 1) V6i

p0) = 2 ooy + o)

V6 (2 — 3i)
12

V6 (2 4 1)

10
10) + —5

1)

Puerta 2: CNOT,

La segunda operacion del circuito es CNOTy;. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre

el espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

1000

0100
Uy =

0001

0010

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢):

|th2) = Uz [t1).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:
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V6(2+1)

12
V6i
12

|¢2> = | VB(2+i)

Equivalentemente, en notacién de Dirac:

i) = YECE D o), Y

1

V6 (2+1)
T

V6 (2 — 3i)

1

1)

Puerta 3: I ® S

La tultima operacién del circuito es I ® S. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre el

espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

1000
0 i 00

Up= | '
0010
000 i

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢)s):

W:z) =Us W2>-

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

V6(2+1)
12
_ 6
12
V6(3+21)
12

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

V6 (2 + 1) V6

6
[3) = T |00) — §|01>

V6 (3 + 2i)

V6 (2 + 1)
* 12

10

1)
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Operador unitario total

El operador unitario total del circuito se obtiene componiendo todas las puertas de derecha a

izquierda, en el orden en que se aplican:

Utotal - U3 : U2 : Ul-

Calculando el producto explicito de las 3 matrices, obtenemos:

g0y 0
Utotal = L A 5

0 ¥ 0 -2

V20 -2

Se puede verificar que esta matriz es unitaria, es decir, UJOtal Utotal = 14.

Estado final

El estado de salida del circuito, tras aplicar todas las puertas al estado inicial, es:

V6(2+1)
12
_ V6
[Yout) = \/6(21424)
12
V6(3+2i)
12

En notacién de Dirac, este estado se escribe como:

V6 (2+1) V6

6
out/, — — —101
) = LD g0y Vo0

V6 (24 1)
LT

V6 (3 4 2i)

1

1)

Probabilidades de medida

Las probabilidades de obtener cada resultado al medir en la base computacional se calculan como
los moédulos cuadrados de las amplitudes del estado final. Para un estado |[¢)) = Y, ci|k), la
probabilidad de medir |k) es P(k) = |cx|*.

Probabilidad de |00)

P(00) = |M|2 _35

Probabilidad de |01)
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Probabilidad de |10)
V6 (2 4 1) 5
P(10) = ‘T‘Q =51
Probabilidad de |11)
V6 (3 + 2i0) 13
P(11) = |T\2 =51
Asi,
5) 1 ) 13
POO) = PON) =55 P0) = PO =

y se verifica:

Comparacién con B2

Este circuito (B6) contiene exactamente las mismas puertas que B2: H en ¢o, CNOT (g0 — ¢1) ¥

S en ¢;. Dado que los operadores son idénticos y se aplican en el mismo orden, el unitario total es

el mismo: Upg = Ups. Las diferencias en el estado final se deben exclusivamente al distinto estado

inicial elegido.

Ejercicio B7TB

a1 L\ T4 m

Circuito B7B

Se quiere resolver el circuito del ejercicio B7B para el estado inicial

V3(1+4) +\/§ V/3i +\/§<(23—¢)m>

Ww) = W) = S —(00) + S0 — S S[10)

Trabajamos en la base computacional ordenada como {|00),]01),]10),|11)}. En esta base, el

178



vector de estado inicial se escribe como un vector columna de 4 componentes:

V3(144)

S

‘win> - _b
6

V3(2-i)
6

El circuito aplica, en este orden: H ® I, CNOT¢, P(w/4) ® I, CNOTy, H ® I. En total son

5 operaciones unitarias que se componen de derecha a izquierda para obtener el operador

total del circuito. Finalmente se mide en la base computacional.

Estado inicial en forma matricial

En la base {|00),]01),]10),|11)}, el estado inicial es el vector columna mostrado arriba. Verificamos

que esta normalizado: la suma de los médulos cuadrados de sus componentes vale

3(142 3 3t 3(2—1

MUy By VB (B
6 3 6 6

Confirmamos que |[¢i,]|> = 1, como debe ser para un estado cudntico fisico.

Puertal: H® I

La primera operacién del circuito es H ® I. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre el

espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

g 0% 0
0 2 0 ¥
U1 — V3 2 V3 2
5 0 =% 0
V2 V2
0 % 0 =%
Aplicamos esta puerta al estado inicial |¢)y,):
1) = Ul [4o).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

V6
12
V6(4—i)

_ 12
|1/}1> = | V6(1424)
12

V6i
12

Equivalentemente, en notacién de Dirac:
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V6 V6 (4—i

[U1) = 5\00> +

Puerta 2: CNOT,

La segunda operacion del circuito es CNOTy;. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre

el espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

1 000

0100
Uy =

0001

0010

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢)):

|1/}2> = U2 |,¢)1>

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

V6
12
V6(4—i)

12
V6(142i)
12

Equivalentemente, en notacion de Dirac:

VB, VB

_ i)
) = Y100) + == o)

V6i V6 (1 + 2i)

6
Y 11
+ =5 10) + ——5—[11)

Puerta 3: P(r/4)® I

La tercera operacién del circuito es P(n/4) ® I. La matriz unitaria correspondiente, actuando

sobre el espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:
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10 0 0

g |01 o 0
0 0 \/5(214-1) 0
00 0 Y20

2

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢)s):

[Y5) = Us [1g).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

|¢3> = \/5(1—21+i)

12
V3(=1430)

12

Equivalentemente, en notacion de Dirac:

V6 V6 (4 - i)

|13) = §|00> + D 01)

V3 (=1 +1)
12

V3 (—1+ 3i)

10
[10) + D

1)

Puerta 4: CNOT,

La cuarta operacion del circuito es CNOT4. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre

el espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

Uy =

o O =
_ o O O
O = O O
o O = O

0

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢3):

|tha) = Us |th3).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:
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V6

12
V3(=1+34)

— 12
|77Z}4> - V3(—=1+1)

Equivalentemente, en notacién de Dirac:

V6 V3 (=1 +3i)

) = 25100) + Y2 pony

V3 (=1 +1)
12

VG (4 — i)

1

1)

Puerta 5: H® I

La ultima operacién del circuito es H ® I. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre el

espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

2020
N
5_Q0_ﬁ0

2 2

0 2 0 ¥

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢4):

W5> = Us W4>-

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

(1-1) (—v6+V3(1+i))

24
(1-4) (V6(—2+1)+V/3(5+31))
_ 24
[¥5) = (1—i) (VB+V3(1+i))

24
(1-1) (—V/3(5+30)+V6(—2+1))
24

Equivalentemente, en notacion de Dirac:

(1) (V6 + VB (1+1)) (1-@)(\/6(—2+¢)+\/§<5+3¢))|01

24 00) + 24 )

N (1—1i) (\/622\/3(1“)) 10) (1—4) (—V3(5 +Qii) +V6 (-2 +1)) 1)

|¥s) =
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Operador unitario total

El operador unitario total del circuito se obtiene componiendo todas las puertas de derecha a

izquierda, en el orden en que se aplican:

Utotat = Us - Uy - Us - Uz - Un.

Calculando el producto explicito de las 5 matrices, obtenemos:

1 V2(144) 1 V2(=1-i)
2 4 2 4
V2(1+i) 1 V2(—1-1) 1
U _ 4 2 4 2
total 1 V2(—1-i) 1 V2(144)
2 4 2 4
V2(1+4) 1 V2(-1-9) _1
4 2 4 2

Se puede verificar que esta matriz es unitaria, es decir, U Uigral = I4.

Estado final

El estado de salida del circuito, tras aplicar todas las puertas al estado inicial, es:

(1-i) (—V6+V3(144))
24
(1-1) (VB(—2+1)+v/3(5+30) )
24
(1-1) (V6+v3(1+i))
24

|¢out> =

(1—1) (—v/3(5+30)+V6(—2+1))
24

En notacién de Dirac, este estado se escribe como:

(1—14) (—\/621 V3(1+1)) 00)

(1—4) (V6 +v3(1+1))

(1) (VB (=2 +14) + V3 (5 + 3i))
24

|¢0ut> —

+

01
(1—1) (—\/3(5+3i)+\/6(—2+i))‘

)

110) +

24 24

Probabilidades de medida

11)

Las probabilidades de obtener cada resultado al medir en la base computacional se calculan como

los m6dulos cuadrados de las amplitudes del estado final. Para un estado |¢) =

probabilidad de medir |k) es P(k) = |cx|?.
Probabilidad de |00)
(1—i) (—VB+vB+i), 1

P = - _
(00) = | 54 "=5
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Probabilidad de |01)

<1—i>(¢6<—2+z‘>+¢§<5+3z’>)’2 11 72

P(01) = | ~ 17V

T 24 48
Probabilidad de |10)

1—4) (V6+vV3(1+i
P(10)=\( )( 22 (+))I2:Z—§+i.

Probabilidad de [11)

Pl - (1) (—V3(5+3i) + V6 (~2+1)) ,_TV2 1
= 24 |_48 24
Asi,
1 V2 11 72 V2 o1 V2 11
P = —_ 2= P(01) = — — —*~ P(10) = Y~ 1+ — P(11) = 22 ¢ =
(00) 24 48’ (01) 24 48"’ (10) 48+24’ (11) 48 T

y se verifica:

1 V2 11 7W/2 V2 1 72 11

91 48 T2 as Tags T T ugs T
Fase condicional e interferencia

La puerta P(m/4) insertada entre las dos CNOT introduce una fase condicional: solo los estados
con gy = |1) adquieren la fase ™. Al combinarla con la segunda CNOT y la Hadamard final,
esta fase condicional genera interferencia entre las amplitudes. La Hadamard final del qubit 0
convierte las diferencias de fase en diferencias de amplitud, haciendo las probabilidades de medida

sensibles a la fase inyectada.

Ejercicio B8N

Jo (@

Circuito B8N

Se quiere resolver el circuito del ejercicio B8N para el estado inicial
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V3i V3
+ —|10) — —|11
P oy~ Ly
Trabajamos en la base computacional ordenada como {|00), |01),]10),|11)}. En esta base, el
vector de estado inicial se escribe como un vector columna de 4 componentes:

V3(2—1)
6
V/3(1+4)

|¢in> = é
3

_ V3
6

El circuito aplica, en este orden: Ry(n/3) ® Rx(w/2), H® I, S ® I, CNOTy, I ® ST,

Rz(m/2) ® H. En total son 6 operaciones unitarias que se componen de derecha a izquierda

para obtener el operador total del circuito. Finalmente se mide en la base computacional.

Estado inicial en forma matricial

En la base {]|00), |01), |10),|11)}, el estado inicial es el vector columna mostrado arriba. Verificamos

que estd normalizado: la suma de los médulos cuadrados de sus componentes vale

VBE-1),  VB(+3)
e T

1, como debe ser para un estado cuantico fisico.

V3i V3
5|

|+ | +|—?|2:1-

Confirmamos que ||, ||* =

Puerta 1: Ry(7/3) ® Rx(m/2)

La primera operacién del circuito es Ry (7/3) ® Rx(m/2). La matriz unitaria correspondiente,

actuando sobre el espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

V6o Ve v2 o V20
4 4 4 1
_Vei V6 V2 V2
U, — 4 4 4 4
! V2o V2 V6 Wi
4 1 4 4
_V2i V2 V6 V6
1 4 1 1

Aplicamos esta puerta al estado inicial |t,):

Y1) = Uy [to).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado
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V2(3-2i)  6i
8 8
_ V6 V2
) = 24 8
1) = V6(3-20) 4 3%
24 8
V2 G
8 24

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

) = (VB2 0 o (-2 - Y2

Puerta 2: H® I

La segunda operacion del circuito es H ® I. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre el

espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

0 2 0
I - .
T2 g 2

2 2

0 2 o0 -2

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢):

|¢2> = Uy |¢1>

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

(1-1)(3+/3(4—0)+61)
24
(1-i)(3—/3i)

— 24
V) = V3 3 _ i(V3+15)
—% s

o 24
(1-4)(—v/3-3i)
24

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

(1) (3+ V3 (4—1)+6i) o) (1—14) (3 V3i)

|12) = o1 00) + o1 01)
i(v/3+15 1—14)(—v/3—3i
+(_é?+2_'( 2: >> >+( >(%_ )|>
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Puerta 3: S® 1

La tercera operacion del circuito es S ® I. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre el

espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

0
0

o O =
o o O

Us = .
7

0 ¢

o O = O

0

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢)s):

W:s) =Us W2>-

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

(1—1)(3+/3(4—0)+61)
24
(1-4)(3—V/3i)
|¢3> = 2 i(3—/3
3 i3-
wHEt %
(1—4)(3—V/3i)
24

Equivalentemente, en notacién de Dirac:

(1—i) (3434 —1)+6i) (1-14) (3 - V3i)
o 100) + o 01)

+ (ﬁ+5+i(3_\/§)> |10>+(1_i)(3_\/§i)|11>

|¥3) =

24 8 8 24

Puerta 4: CNOT,

La cuarta operacion del circuito es CNOTy;. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre

el espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

1 000

0100
U4:

0 001

0010

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢3):

|¥04) = Us |1)s).
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Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

(1—1)(3+/3(4—i)+61)
24
(1-4)(3—V/3i)

[94) = (171')(2347\/51‘)

24
V3 5, i(3-V8)
TS T s

Equivalentemente, en notacién de Dirac:

(1—4) (3434 —1)+6i) (1—14) (3 V3i)
o 100) + S 01)

(1—1) (3—\/§¢)|m>+ (\/g 5 ¢(3—\/§)) 1)

[$a) =

+

24 o1 gt 8

Puerta 5: I ® St

La quinta operacién del circuito es I ® ST. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre el

espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 X 4), es:

1 0 0 O

0 — 0 0
U5: !

0 1 0

0 0 —

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢y4):

‘¢5> = U5 ’¢4>

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

(1-4) (3+V/3(4—i)+6i )

24
(1—i)(—v/3-3i)

_ 24
[5) = (1-1)(3—V/3i)
24
i(v/3+15)

_¥3 4 3 _
g T8 24

Equivalentemente, en notacion de Dirac:

(1—14) (3+\/§(4—i)+6i>’00>+ (1—1) (—v/3—3i)

|¢5> = 24 24

01)
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Puerta 6: Ry (7/2) ® H

La ultima operacién del circuito es Rz(7/2) ® H. La matriz unitaria correspondiente, actuando

sobre el espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es

[
N[

IS
|

N N
DN |
N[

Us =

(@]
+ + o o
N N[
[N
—
4+ o o
IR

o O

0

NI— N
[\
D[

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢5):

W6> = Us W5>-

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

(1-4) (3+V/3(1-2i))
24
_ VB3 _ (3+5f)
ey = |2
T s s 1+\f)
2 T8 )
s
—stut
Equivalentemente, en notacién de Dirac:
(1—14) (3+ V3 (1—2i)) 00 V3 3 i(3+5V3) o
190) = 2 A T T L
Y A 11+ v5) oy + (2 4 \/§+i<\/§+3> 1)
24 8 8 8 24 24

Operador unitario total

El operador unitario total del circuito se obtiene componiendo todas las puertas de derecha a

izquierda, en el orden en que se aplican:

Uiotal = U - Us - Uy - Us - Uy - Un.

Calculando el producto explicito de las 6 matrices, obtenemos:
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0 i(lfi)<;\/§fl) 0 i(1-v/3) (1-i)

4
(1+v/3)(1-i) (—14v3) (1-14)
U= | i 0 N 0
total = i(—14+v3) (1-9) i(1-i)(—v/3-1)
— 0 1 0
(1-v3)(1—9) (1+v3)(1-9)
0 — 0 I

Se puede verificar que esta matriz es unitaria, es decir, UtTOtal Uiotal = 14.

Estado final

El estado de salida del circuito, tras aplicar todas las puertas al estado inicial, es:

(1-4) (3+V3(1-2i))
24
V3, 3 i(3+5V3)
|thout) = o T 24
ou @ + 5 1(1—0—\/3)
24 18 8
3 V8 i(V/3+3)
8 T 24 24

En notacién de Dirac, este estado se escribe como:

|w0ut> =

24 '3 24
- (_\/§+5 M) \10>+( 3+\/§+i<\/§+3)) 1)

24

(1—14) (3+\/§(1_2i))‘00>+ (_\/§ 3 W) 01)

24 8 8

s 24 24

Probabilidades de medida

Las probabilidades de obtener cada resultado al medir en la base computacional se calculan como
los m6dulos cuadrados de las amplitudes del estado final. Para un estado |[¢) = >, cx|k), la
probabilidad de medir |k) es P(k) = |cx|*.

Probabilidad de |00)
(1) (3+v3(1-2i),

V3 o1
P = =4 =
(00) = | o1 | 18 +

Probabilidad de |01)

PO1) — | \/§+3 ¢(3+5\/§)|
N 24 8 24 48  24°

Probabilidad de |10)
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Probabilidad de |11)

Asi,

y se verifica:

3 1 3 7 11 3 1 3
V3oL V3 T 1 VBl V3
48 12 48 24 24 48 6 48

Fases locales vs. controladas

En este circuito conviene distinguir entre fases locales y fases controladas. Las puertas de un solo
qubit (Ry, Rx, H, S, ST, Rz, H) acttian de forma local: modifican las amplitudes de cada qubit
de manera independiente. La CNO'T, en cambio, introduce correlaciones entre ambos qubits. Las
fases acumuladas por las puertas locales antes de la CNOT se “propagan” de forma condicionada
tras ella, mezclando contribuciones de ambos qubits. Después de la CNOT, las puertas locales
posteriores (STy H en q;, Rz(7/2) en qp) refinan las fases de cada qubit por separado, pero sobre

un estado ya correlacionado.

Ejercicio B9

Qo X

q1 " (A—

Circuito B9

Se quiere resolver el circuito del ejercicio B9 para el estado inicial

) = 19 = WMM + gIOD - gum , Y320
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Trabajamos en la base computacional ordenada como {|00), [01),]10),|11)}. En esta base, el

vector de estado inicial se escribe como un vector columna de 4 componentes:

V3(1+i)

[Se

_ 3
)= | 35
6

V3(2-i)
6

El circuito aplica, en este orden: T®@ H, CNOT,o, TT® I, CNOT;,. En total son 4 operaciones
unitarias que se componen de derecha a izquierda para obtener el operador total del circuito.

Finalmente se mide en la base computacional.

Estado inicial en forma matricial

En la base {]|00), |01), |10),|11)}, el estado inicial es el vector columna mostrado arriba. Verificamos
que estd normalizado: la suma de los médulos cuadrados de sus componentes vale

3(1+e 3 31 3(2—1
\/_(6 )|2+|\é_|2+|_\/6_|2+|\/_(6 )|2:1'

= 1, como debe ser para un estado cuantico fisico.

Confirmamos que ||¢,

I

Puertal: TQ H

La primera operaciéon del circuito es T'® H. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre el

espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 X 4), es:

22 0
Ur = g _g 1 ’ i1 " i
0 0 5+35 3+3
0 0 b+i -i-3
Aplicamos esta puerta al estado inicial |t,):
[v1) = Us [to).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

V6(3+1)

12

VB(=1+4)
_ 12
)= 2
3

V3(=1-1)
6
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Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

V6 (341)
12

V6 (=1 +1)

|¢1> = 12

|00) + |01)

V3, o VB(-1-i)

3
— 10 11
+ 3200y + X2

Puerta 2: CNOT,

La segunda operacion del circuito es CNOTy. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre

el espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

UQZ

o O =
_ o O O
O = O O
o O = O

0

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢):

Wz) = U, ’¢1>-

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

V6(3+1)
12
V3(=1-i)

|¢2> = \%

3
V6(=1+i)

12

Equivalentemente, en notacion de Dirac:

V6 (3 + 1)

|¢2> = 12

|00) +

V3 V6 (—1 +1)

3
—110 11
+2200) + 2

Puerta 3: TT® [

La tercera operacién del circuito es 7T @ I. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre el

espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:
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1 0 0
I — 0 1 0 0
3 00@ 0

00 o V=D

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢)s):

[Y5) = Us [1g).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

V6(3+4)

12
V3(=1-1)

— 6
|1/)3> - V6(1—1)
6
V3i
6

Equivalentemente, en notacion de Dirac:

V6 (3 +1)
12

V3(-1-1)

) = .

|00) + |01)

V6 (1 —1) V/3i

10) + —|11
10) + Y1)

Puerta 4: CNOT,

La ultima operacion del circuito es CNOT,y. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre

el espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

Uy =

o O =
_ o O O
O = O O
o O = O

0

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢3):

|tha) = Us |th3).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:
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V6(3+1)

12
V3i
— 6
|¢4> - V6(1—14)
6
V3(-1-0)
6

Equivalentemente, en notacién de Dirac:

iy = YOO £0)00) 4 V5

1

Operador unitario total

El operador unitario total del circuito se obtiene componiendo todas las puertas de derecha a

izquierda, en el orden en que se aplican:

Utotal - U4 : U3 : U2 : Ul'

Calculando el producto explicito de las 4 matrices, obtenemos:

2 2 0 0
U = |22 72420 ;
0 0 2 2
I B
T

Se puede verificar que esta matriz es unitaria, es decir, U ,,; Utotal = La.

Estado final

El estado de salida del circuito, tras aplicar todas las puertas al estado inicial, es:

V6(3+1)
12
V3i
— 6
|¢out> - V6(1—1)
6
V3(~1-4)
6

En notacién de Dirac, este estado se escribe como:

V6 (34 1) V/3i

|1/}0ut> - 12 |00> + T‘Ol>
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Probabilidades de medida

Las probabilidades de obtener cada resultado al medir en la base computacional se calculan como
los médulos cuadrados de las amplitudes del estado final. Para un estado |¢) = >, cklk), la
probabilidad de medir |k) es P(k) = |cx|*.

Probabilidad de |00)

V6B +i), 5
P(00) = .
Probabilidad de |01)
31 1
PO1) = Y22 = =
o0 = ¥ =
Probabilidad de |10)
V6 (1 — 1) 1
P(10) = 2=2
(10) = 2C=p 2
Probabilidad de |11)
-1 1
P(ll):|\/§( De_ L
6 6
Asi,
)
P(00) = L P(01) = —, P(10) = -, P(11) = =
y se verifica:
s 1 1.1

Bloque no-Clifford

El bloque no-Clifford se identifica con la pareja T-T7. Las puertas del grupo de Clifford (H, S,
CNOT) pueden simularse clasicamente de forma eficiente mediante el formalismo de estabilizadores
(teorema de Gottesman-Knill). Sin embargo, la puerta T' = P(r/4) y su adjunta TT = P(—x/4)
estan fuera del grupo de Clifford y son las que confieren verdadera potencia computacional cuantica.
En este circuito, 7" introduce una fase ¢'™/* antes de la primera CNOT, y T revierte parcialmente
esa fase de forma condicional tras la CNOT, generando una estructura de fases que no puede

replicarse con puertas de Clifford solas.
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Circuitos C (3 qubits)

Los circuitos C operan sobre 3 qubits, lo que implica un espacio de estados de dimensién 2% = 8.

Las matrices unitarias son ahora de tamano 8 x 8. Los ejercicios C3_1 y C3_2 combinan puertas

de

Hadamard, CNOT entre distintos pares de qubits y puertas de fase controlada, lo que permite

explorar entrelazamiento tripartito y correlaciones parciales.

Ejercicio C3_1

Se quiere resolver el circuito del ejercicio C3_ 1 para el estado inicial

2 15 15 15
b = B = Mg gy gy iy,

Trabajamos en la base computacional ordenada como
{]000), 001), |010), |011), |100), |101),]110), |111)}. En esta base, el vector de estado

inicial se escribe como un vector columna de 8 componentes:

2v15
15

S
<

5

ot

|¢in> = K

el o
ot ot

15

0

El circuito aplica, en este orden: H ® I @ I, CNOTy; ® I, I @ CNOTy5, I ® I ® P(m/4),
CNOT¢y, CPio(m/2), I ® CNOT1s. En total son 7 operaciones unitarias que se componen de
derecha a izquierda para obtener el operador total del circuito. Finalmente se mide en la base

computacional.

Estado inicial en forma matricial

En la base {]|000), |001), |010),]011), [100), |101), |110), |111)}, el estado inicial es el vector columna

mostrado arriba. Verificamos que esta normalizado: la suma de los moédulos cuadrados de sus

componentes vale

218 V5,

2 2 2
0 0

0P+ 2R+ Yoo,

197




Confirmamos que |41,

Puertal: HRIRI

= 1, como debe ser para un estado cuantico fisico.

La primera operacion del circuito es H ® I ® I. La matriz unitaria correspondiente, actuando

sobre el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es:

U1:

2
0
Aplicamos esta puerta al estado inicial |¢y,):

o o om@o o om@

o Ow‘ﬁo o o:o@o

0 0 2

0 0 0

20 0

0 %2 0

0 0 -2

0 0 0

20 0
2

|1h1) = Ut o).

Sc> o Ozo@o
(3]

|

o O

Sca o ol\:@o o
[\"]

|

So o Ozo@o o o
[\)

|

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

|¢1> =

‘ao o e () ot [«
o

w
o

ut
o

w w =
w w w

Equivalentemente, en notacion de Dirac:

30 30
i) = Yj000) + Y20

Puerta 2: CNOTy; ® 1

1001) +

V30

30

1010) —

V30

30
/30

011)

30
100) —
+ 5 |100)

@]101)-0\11(» ——Oum

V30 V30

30 30

La segunda operacion del circuito es CNOT(; ® I. La matriz unitaria correspondiente, actuando

sobre el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es:
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S O O O O o o+

Us

o O O O = O O
_ O O O O o o O

o O O O o o = O
o O O O = O O O
o = O O O o o o
o O O = O o o o

S = O O O o O

0

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢):

|¢2> - U2 |1/11>

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

t
OO (=]

w
w

B

w
[e=]

[Y2) =

5

w
WO
‘3

w
o

2o
(en)

B

—
[e=]

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

b)) = @moo) + ‘{?)_0|001> + \é?|010> - ‘é?)_omn)

15
V30 V30 V30 V30
— 0100 -~ [101) 4+ S22 110) — Y111
59 1100) — —5-[101) + —==[110) — —=[111)

Puerta 3: 1 ® CNOT,

La tercera operacion del circuito es I ® CNOT,. La matriz unitaria correspondiente, actuando

sobre el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es:
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Us =

o O O = O O O

S O O O O o o+
o O O O o o = O
o O O O O = O O
o O O = O O o o
S O = O O O o O
_ O O O O o o o

_ o O O O o O

0

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢)9):

[Y3) = Us [1g).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

t
OO (=]

w
oW
‘3

w
w

[¥3) =

5

w
WO
‘3

w
w|o
‘;

—
o

5

[y
ot

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

V30 V30 V30 V30
1) = ~]2-1000) + ~5[001) — . 7[010) + 2= [011)

15
V30 V30 V30 V30
— L2100 -~ [101) — 2 |110) + ~ 111
59 1100) — —5-[101) — —=[110) + ——=[111)

Puerta 4: | ® I ® P(n/4)

La cuarta operacién del circuito es I ® I @ P(m/4). La matriz unitaria correspondiente, actuando

sobre el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es:
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S
- O
Z

o o O

Uy

oS O O O O o o
o O O O O

9
2
¥

o O O O = O O
S
=
5
o O O = O O O O©
S B O O O O o O
S O O O o o O

O O o o o ow
o o o ow

o owm

N

-

<

0

[\

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢3):

[V4) = Uy [13).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

V30
15
V15(1+4)
10
_ V30
30
V15(144)
_ 30
V=1 Um
30
V15(—1-14)
30
V30
10
V15(1+4)
15

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

[ba) = meom 4 W;oon - ¢3:(3)_o|010> 4 \/T5?<)(1)+z)|011>
- \g?uom 4 ‘/ﬁ(:))_()l_i)|101> - \Emm 4 ‘/ﬁgmum

Puerta 5: CNOT

La quinta operacion del circuito es CNOTy,. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre

el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es:
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Us =

o O O O = O O

S O O O O o o+
o O O O o o = O
o O O O = O O O
S O = O O O o O
o O O = O o o o
_ O O O O o o o

_ o O O O o O

0

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢4):

[V5) = Us [ts).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

V30
15
V15(1+4)
10
_ V30

30
V15(144)

— 30
WJS) - V15(—1—1)
30
V30
30
V15(144)
15
_ /30
10

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

0s) = Y22 000)

011
T |011)

15 (1 +i 30
+\/_i5+2)|110> —\§O_|111>

V15 (1 +1) V30 VI5 (1 +14)
g l00n) = SEj010) g

V15 (—1—1) V30
g 100) — o [101)

Puerta 6: CPj5(7m/2)

La sexta operacion del circuito es C'Pio(7/2). La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre

el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es:
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o O O

Us =

o O O O = O O

S O O O O o o+

o O O O o o = O

o O O O =

o O O = O O o o

S O = O O O o O

o = O O O o o o
S O O O O o O

0

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢5):

[v6) = Us [5).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

V30
15
V15(1+4)
10
_ V30
30
VI5(—144)

_ 30
WJG) | V15(=1—1)
30
V/30

30
V15(144)
15
/304

10

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

) = meom + W’OO” _ Vsz(a)_o|010> + \/1_5%_()”“|011>
+ ‘/ﬁ(?;)l —9) 1100) — \é?um) + \/ﬁg +9) 1110) — \/1:3()_0i|111>

Puerta 7: I ® CNOT,

La ultima operacién del circuito es I ® CNOT,. La matriz unitaria correspondiente, actuando

sobre el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es:
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U; =

o O O = O O O

S O O O O o o+
o O O O o o = O
o O O O O = O O
o O O = O O o o
S O = O O O o O
_ O O O O o o o

_ o O O O o O

0

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢):

[v7) = Uz [1g).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

V30
15
V15(1+4)
10
V15(—1+4)
30
V30
|1/J7> = \/ﬁ(_gg)_i)
30
V30

V15(1+4)
15

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

30
) = Y2 oop)

15 (—1+i 30
001) + ‘/_(302)|010> - \éo_|011>

V15 (=1 — 1) V30 V/30i
Yo 100) — 22101 — 11
+ 30 |100) 30|0) 10 |110) +

V15 (1 +1)
LT)

VI5 (1 + 1)
15

1111)

Operador unitario total

El operador unitario total del circuito se obtiene componiendo todas las puertas de derecha a

izquierda, en el orden en que se aplican:

Uiotal = U7 - U - Us - Uy - Us - Uy - U

Calculando el producto explicito de las 7 matrices, obtenemos:
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20 0 0 2 0 0 0

0 3+3% O 0 0 3+& 0 0

0 0 —i+4+%f 0 0 0 —3+4% 0

0 0 0 2 0 0 0 2
Utotal = 1 1
0 0 0 i+i 0 0 0 -i-i

0 0 L 0 0 0 -2 0

0o 0 0 0 =2 9 0

T+2 0 0 0 -i-f 0 0 0

Se puede verificar que esta matriz es unitaria, es decir, UtTotal Utotal = Is.

Estado final

El estado de salida del circuito, tras aplicar todas las puertas al estado inicial, es:

V30
15
V15(1+4)

10
V15(—1+4)
30

/30

_ 30
Wout) - | V15(=1-9)
30
V30

30

_ /308
10

VI5(1+4)
15

En notacién de Dirac, este estado se escribe como:

V30 1000)

V15 (=1 +1) V30
15

30
001 010) — ——|011
j001) + =22 o010y — V2ot

V15 (=1 —i V30 V/30i VI5(1+i
L VIS =)0y - V30, 0qy - VB0 gy VISULAD
30 30 10 15

N V15 (1 +1)
|¢out> - + 170

1111)

Probabilidades de medida

Las probabilidades de obtener cada resultado al medir en la base computacional se calculan como
los médulos cuadrados de las amplitudes del estado final. Para un estado |¢) = >, cklk), la
probabilidad de medir |k) es P(k) = |cx|*.

Probabilidad de |000)

P(000) = |

\/%P_ 2
15" 15

Probabilidad de |001)
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P(001) = =2
(001) = 10 10
Probabilidad de |010)
15(—=1+: 1
P(010) = ]\/_< Fip_ 1
30 30
Probabilidad de |011)
V30 1
P(011) = | — 2= —
(011) = - 351" =55
Probabilidad de [100)
15(—1 1
p(ooy - P20 L
30 30
Probabilidad de [101)
V30, 1
P101) = |- Y12 = —
Probabilidad de [110)
V30i, 3
P(110) = | — 2= —
Probabilidad de |111)
pain) = (YO0 2
15 15
Asi,
2 3 1 1
p = — P(001) = — P(010) = — P(011) = —
(000)= . POO) =<1 POI0)=5,  POI) =,
1 1 3 2
P(100) = — P(101) = — P(110) = — P(111) = —
(100)= o PN = P(I0) = P11 = 2
y se verifica:
2.3 1 1
15 10 30 30
T A
30 30 10

Marginal del qubit 0

Calculamos la marginal py =

Tri2(p) para el qubit 0:
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La pureza es Tr(pj) = 2L

Al ser la pureza menor que 1, el qubit 0 estd entrelazado con el par (¢1,gs).

Ejercicio C3_ 2

- S

ql —m P (n/2) P (n/4) _m_
q2 -. X

3 2 w0 w1

C

Circuito C3_ 2

Se quiere resolver el circuito del ejercicio C3_ 2 para el estado inicial

V3 (1+4) V3 V3i V3(2—1)

3
L = (ol 000 Y2001y — X010 111
|%¥in) |T57) : |000) + 5 |001) s |010) + - |111)

Trabajamos en la base computacional ordenada como
{]000), |001), |010), |011),|100), |101),|110),|111)}. En esta base, el vector de estado

inicial se escribe como un vector columna de 8 componentes:

V3

—~

144)

[Se

3
_V3Bi
6

o

|win> =

o O O

V3

—~
[\

—3)

=]

El circuito aplica, en este orden: Ry (7/3)®@ Rx (7/2)@ H, C' Py (1/2), C Py (m/4), CNOTo®1,

TRT'®Rz(m/2). En total son 5 operaciones unitarias que se componen de derecha a izquierda

para obtener el operador total del circuito. Finalmente se mide en la base computacional.

Estado inicial en forma matricial

En la base {|000), |001), |010), |011), |100), |101),|110), |[111)}, el estado inicial es el vector columna

mostrado arriba. Verificamos que estd normalizado: la suma de los moédulos cuadrados de sus
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componentes vale

3
2 2 2
- - 0

|¢§(1+z) V3 @F
6

+ [0 + 10" + [0 + |=—

Confirmamos que |[¢1,]|> = 1, como debe ser para un estado cudntico fisico.

Puerta 1: Ry(n/3) ® Rx(7/2) ® H

La primera operacién del circuito es Ry (7/3) ® Rx(m/2) ® H. La matriz unitaria correspondiente,

actuando sobre el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es:

V3 V3 VB VB 1 _1 i i

4 4 4 4 4 4 4 4

E] V3 _VBi Bi _1 1 K i

1 4 1 1 1 1 4 1

_VBi VB V3 V3 i i 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

V3 VB V3 V3 i i _1 1

U, — 1 1 4 4 1 1 1 1
! 1 1 _i i V3 VB B _ G
1 1 4 4 4 4 1 4

1 _1 _ K E] V3 _VBi VB

1 1 1 1 1 1 1 1

i i 1 1 VB _ VB V3 V3

4 4 1 1 1 1 1 4
i i 1 1 VB VB VB V3

4 4 4 1 4 4 4 4

Aplicamos esta puerta al estado inicial |¢,):
[91) = Uy [to).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

|
L L N TN T
|
1\3‘ .
o)
+
[\~
N

1
|1/)1> = 28

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:
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[91) = (i + é + W) !000>+(—jL - \f + Z<3_242\/§>> |001>+<; — % + ‘/3(25“)) |010>+<é - ﬁ(i ’)) |
e N P

Puerta 2: CPy(7/2)

La segunda operacién del circuito es C'Ps;(7/2). La matriz unitaria correspondiente, actuando

sobre el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es:

o O O

S

I
o O O O = O O
O O O = O O o o
o O =R O O O o O
o = O O O o o o
o O O O o o O

S O O O O o o -
o O O O o o~ O

o O O O =

0

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢):

|¢2> = U2 |¢1>

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

WOl = =
(I
N 1\3‘ .
=~
+
+
[\
N
[\~
g

24

o = (1 + 5+ 25 |ooo>+(_1 S @2@) oony (L1 VECEED g (1 L)

_l’_

|

| —

|
>~ | .

& =

24
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|3) <i+;+\/§(;j2i)> |000)+
1 ) I—1
+<—;—4+ \/§<224+ )> |100>+(

Puerta 3: CPy(m/4)

La tercera operacién del circuito es C'Pyo(7/4). La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre

el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es:

10000 0 0
01000 0 0
00100 0 0

g 00010 0 o
00001 0 0
00000 X2
00000 0 1
00000 0 0

V2(144)

0
0
0
0
0
0
0

2

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢)s):

Equivalentemente, en not

|ths) = Us |tha).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

WO = =

|¢3> - 1§ i

D e
(1-4) (= V6+3v2(2—1))

48

acién de Dirac:

1 V3 1(3—2\/3)

) |001>+<513

) (=6 (14 2i) +3v2 (~2+1))

Puerta 4: CNOT( ® I

48

|101>+<

i V3(=2+14) i V3(1+2i)
5+ 24) |010>+(8 + 24> 011)
1 V3(1—4i) (1—4) (—V6+3v2(2
1T T T 8) I110)+ 18

La cuarta operaciéon del circuito es CNOT; g ® I. La matriz unitaria correspondiente, actuando

sobre el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es:
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1 00000O0O00O0
01 000O0O0O
000O0O0OO0OT1@O0
U, = 000O0O0O0¢O0T1
000O0T1O0O0O0
0000O0T1O0O0
001 0O0O0O0O0
0001O0O0O0O0

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢3):

[V4) = Uy [13).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

_ 43
[$a) = 1 i, V3(2+i)

(1—4) (= V/6(1+2)+3v2(—2+4) )
a8

1 4, V3(=2+i)
3§72 Jff o
i 3(1+24)

8 + 24

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

(1—4) (~V6+3v2(2 1))

i i i(3-2v3 —di)
[Ya) = <i +gt \/3(;2)) 000)+ (—i — g + (24)> |oo1>+<i - % —~ 8) 010+ e 011)
i i 1—d) (—V6(1+20)+3v2(—2+i i 24 i i
+<é4 \/g(;; ))|1oo>+( I (+48)+ ( +))101>+<;2+\/§(2§+)>110>+<8+\/§(;I2)>|111>

Puerta 5: T®@T' ® Rz(7/2)

La tltima operacién del circuito es T®TT® Ry (7 /2). La matriz unitaria correspondiente, actuando

sobre el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es:
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D9 0 000 0 0
0 X 9 900 0 0
0 0 - 000 0 0
0 0 0 100 0 0

Us =

0 0 0010 0 0
0 0 000 i 0 0
0 0 0 000 XD
0 0 0 000 0o Y24

N

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢4):

[Y5) = Us [ts).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

(1-4) (3v/2(2+1)+V/6(142i) )
48
(1-1) (V2(—3-60)+V6(2—1))
48
1 i V/3(4+i)

8 4 24

(1-1) (—V6+3v2(2—1))
_ 48

s =1 17 vaewn
8 4 24

(1-4) (V2(=3-60)+v6(2—1))

a8
(1-1) (V2(3—12i)+V6(—2+1))

48
(1-1) (=3v2+V6(—2+i))
48

Equivalentemente, en notacién de Dirac:

1—49)(3v2(2+1) +v6(1+ 2 1—4d)(vV2(-3-6i)+v6(2—1 i i 1—14) (—v6+ 3V
g = L0V AL ) gy =2 R ) oonp+(—5 - 5 - 20 )>|010>+( | .
+<_; iy \/§(224+ z')) 100y+ 0= (v2(-3 ;86@ +v6(2-1)) o0+ 0% (V23— 1428> +V6(-2+1) 110y (—3\/542 Vo (

Operador unitario total

El operador unitario total del circuito se obtiene componiendo todas las puertas de derecha a

izquierda, en el orden en que se aplican:

Utotat = Us - Uy - Us - Uy - U

Calculando el producto explicito de las 5 matrices, obtenemos:
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|wout> =

i

1

8

V6(1—i) VB(1—i)  VB(=1-i)  VB(—=1—i) V2(=144) V2(=1+i)  V2(1449) V2(1+4)
8 8 8 8 8 8 8 8
VB(1+i)  VB(=1—i)  V6(1—i)  VE(=14i)  V2(=1-i)  V2(140)  V2(=14)  V2(1-i)
8 8 8 8 8 8 8
_1 _1 _i _i _V3 _V3 _V3i _ V30
4 1 1 4 1 4 1
V2(14H1)  V2(=1-i)  V2(=1+8) V2(1—i) VB(1+i)  V6(—=1—i) V6(=1+i)  V6(1—i)
U _ 8 8 8 8 8 8 8 8
total 1 1 _i i V3 V3 _ VB _ VB
1 4 1 1 4 4 1
V2(=14i)  V2(1—9) V2(14+4)  V2(=1—i)  V6(=1+4i)  V6(1—i) VB(1+4)  VB(—1—1)
8 8 8 8 8 8 8
VB(=1-i)  V6(=1-i) V6(1—9)  V6(1—=i) V2014 V2(14d)  V2(=149)  V2(=1449)
8 8 8 8 8 8 8 8
VB(1+i)  V6B(=1-i)  VB(=1+i)  VB(1—i)  V2(=1-i)  V2(1+i) V2(1—=i)  V2(=1+i)
8 8 8 8 8 8 8 8

Se puede verificar que esta matriz es unitaria, es decir, UJOtal Uiotal = Is.

Estado final

El estado de salida del circuito, tras aplicar todas las puertas al estado inicial, es:

(3f(z+z +v/6(1+2i))
(V2(-3- 6z)+f(2 i)

(1—1)

48
_1 i V3(t)
8 4 24
(1-i) (—V6+3v2(2—1))
— 48
|wout> - 1 i + V/3(244)
8 4 24
(1-1) (V2(—3-6i)+v6(2—1))

a8
(1-1) (V2(3—120)+V6(—2+1))

48
(1-1) (=3v2+V6(—2+i))
48

En notacién de Dirac, este estado se escribe como:

(1-14) (32 (2 +14) + V6 (1+2i)) (1—14) (V2(=3—6i) + V6 (2 1)) 1 i V3(4+i) (1—14) (V6
s 000)+ e |001>+(8 - 24) |010)+
i ﬁ(;; )) 100y 10 (V2 (3 L;Gi) V6 ) oy D (V26 1428> P2 E0) o () (—3&4; G

Probabilidades de medida

Las probabilidades de obtener cada resultado al medir en la base computacional se calculan como

los médulos cuadrados de las amplitudes del estado final. Para un estado |¢)) =
probabilidad de medir |k) es P(k) =

Probabilidad de |000)

[EAR
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(1—14) (3\/§(Z+i)+\/6(1+2i)>|2 J3 5

P(000) = | i

Probabilidad de |001)

(1—14) (ﬁ(—3—6z)+\/6(2—z’))|2 5

P(001) = | I

Probabilidad de |010)

PO10) = | =g =g =5 =

Probabilidad de [011)

1—4)(=v6+3vV2(2—1i
P(Oll):|( )( 4; ( ))|2 1 j4/85

Probabilidad de [100)

P(100) = | — = — -+

1 i V3241, 5 V3
8 4 24 24

Probabilidad de [101)

(-0 (V2360 +VEE=n), 5

P(101) = | e

Probabilidad de [110)

P(110) = - _
(110) = | r " =5

(1-i) (V2B —120) + V6 (-2+17)) , 7 V3
16

Probabilidad de |111)

(1—=i) (-3v2+v6(-2+14) , V3 1

Asi,
f V3 1 1 V3
P 4 = P(001 P(010) = ~— + — P(011) = — — ==
5 V3 7 V3 V3 o1
P(1 — = P(101 P(110) = — — — P(111) = — + —
(100) = 48 24 (101) (110) 24 16’ ( ) 48 + 24

y se verifica:

214




Entrelazamiento tripartito

Para determinar la presencia de entrelazamiento calculamos las tres marginales de un qubit:

V31 (1-1) (3+3V6—v/3(144)+5i+V2(1+10i))
_ 96
po = (1-1) (5= v/3(144)+v2(10+i)+3i+3/6i) 13 V3
96 54 12
Pureza de qo: Tr(p?) = —g — % + 121528[ + 3
5 1 i V2(342i) | VB(142i) | V6(—4+30)
P1_< v f72 f( : w8 T u T s tom T 18 )

1 (4+3z) (1 2i) 3 2i i 7
yr i + + + 51 5

. 7 5v6 97
Pureza de ¢;: Tr(p?) = —% — % + 26 4 10T,

2 5 V/6(1+49) + V2(8+34) + V3(—3+5i) 4 130

— 3 96 96 96 96 96
P2=\ 5 13 _ vBB+s) + V2(8-3i)  V6(1—44) 1
96 96 96 96 96 3

Pureza de ¢o: Tr(p3) = —727\/86 — % 1+ 52\£ + 2

Si alguna pureza es estrictamente menor que 1, el qubit correspondiente esté entrelazado con el

resto del sistema, confirmando la presencia de correlaciones cuanticas no clédsicas.

Bloque QFT

La Transformada Cuantica de Fourier (QFT) es la andloga cuantica de la Transformada
Discreta de Fourier (DFT). Para un espacio de N = 2" dimensiones, la QFT transforma cada
estado base |z) en una superposicién con fases que dependen de z y y:

1 N-1

QFTy |x) = —Zez’”zyﬂvw xr=0,...,N—1.
VN 2
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Coémo se construye la matriz QFT

La matriz de la QFT es unitaria. Denotamos wy = €>™/N el factor de fase fundamental. La

entrada en la fila y (salida) y columna z (entrada) vale:

[QFTN]y’x:wN\/N, wy = 2N, r,y=0,...,N—1.

La columna z de la matriz es exactamente QFT y|x); la fila y recoge el coeficiente de |y) para
cada estado base de entrada. Cada entrada es la amplitud (y|QFT y|z) = wi/v/N.

QFT, (n =2 qubits, N =4). w; = e?™/* = . Potencias: w{ = 1, wj =14, w? = —1, w} = —i

(periodo 4). La entrada (y, z) es 5 wi” méd4 - Calculando yz méd 4 para cada par:

0 ,0 ,0 .0
Wy Wy Wy Wy

—_
—_
—_
—_

Wi w; Wi ow 111 ¢ -1 —i
Wi w? wi Wb 211 -1 1 -1

0 .3 ,6 .9
Wy Wy Wy Wy

—_
[
~
|
—_
~

Lectura: wj = 1, w§ = w? = —1, w] = wj =i (exponente reducido méd 4).

QFTy (n =3 qubits, N =8). ws = 2™/ = ¢/, Potencias reducidas méd 8:

0_ 1 _ 14 2 _ . 3 _ —1+i 4_ 5 —1-i 6 _ . _ 1
wg =1, wg= "5, wyg=1i, wy=-—5, Wg=-1 wy=-"5, wyg=-1 W=7

. 6d 8 . .z .
La entrada (y,x) de la matriz es ﬁ wg" ™% A continuacién se muestra la matriz completa con

los exponentes en funcién de yx mdd 8; para obtener el valor numérico de la celda (y, ), se calcula

el producto yz, se aplica el modulo y se sustituye en la tabla de potencias anterior:

11 1 1 1 1 1 1

1 wsg w? wd wi wi w§ wl

1 w2 wi W 1 w? wi W

3,6 4 T 2 5

QF T, — 1 |1 wg wg ws wg wg wig wy
g = —=

22 (1 wi 1 wi 1 wi 1w

1 wy w? wf wi ws w§ wi

1 w8 wi w1 Wl wi wi

1 wf W w) wi wd wi ws

Ejemplo: la entrada (y=2, 1=3) es 5508 = — 575 (pues 2-3 = 6 y wg = —i). La celda (y=3,2=3):
; 1

3-3=19,9mo6d 8 =1, luego 5 5wy = ;755 = 1.
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Ejercicio QFT2__A

do

o

Circuito QFT2_ A

P (r/2)

Se quiere resolver el circuito del ejercicio QFT2 A para el estado inicial

i) = [947) = YL 100) — XLB
A, Y

———|10) |11)

Trabajamos en la base computacional ordenada como {]|00),]01),]10),|11)}. En esta base, el
vector de estado inicial se escribe como un vector columna de 4 componentes:
V15

5
—vi5
— 15

‘Qbin> - 23115
15

V15
15

El circuito aplica, en este orden: H ® I, CPy;(7/2), I ® H, SWAP. En total son 4 operaciones

unitarias que se componen de derecha a izquierda para obtener el operador total del circuito.

Finalmente se mide en la base computacional.

Estado inicial en forma matricial

En la base {|00), |01),|10),|11)}, el estado inicial es el vector columna mostrado arriba. Verificamos

que esta normalizado: la suma de los médulos cuadrados de sus componentes vale

|7\/15|2+ \/15|2+|2\/15|2+|\/15
5 15 15 15

= 1, como debe ser para un estado cuantico fisico.

2 =1.

Confirmamos que |1y, || 2

Puertal: H® I

La primera operacion del circuito es H ® I. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre el

espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 X 4), es
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F 0 g 0
0 L2 0 ¥
U1 — /3 2 /3 2
L2 2
V2 2
0 2 o0 -2
Aplicamos esta puerta al estado inicial |t,):
|th1) = Ut [o).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

|¢1> =

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

o) - g+ g - ¥y

Puerta 2: CPy(7/2)

La segunda operacion del circuito es C' Py (7/2). La matriz unitaria correspondiente, actuando

sobre el espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

1 000

0100
UQI

0010

00 0 1

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢)):

|¢2> - U2 |1/11>

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

|?/12> =
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Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

_ V30 V30 V/30i
[y = T|00> + w|10> - T

)

Puerta 3: IQ H

La tercera operacion del circuito es I ® H. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre el

espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 X 4), es

2200

2 /2
oo?7
0 0 ¥ ¥

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢)9):

|ths) = Us [2).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

6
|ths) = V15(1—24)

Equivalentemente, en notacion de Dirac:

|1h3) = £|00> + £|01>

Puerta 4: SWAP

La tultima operaciéon del circuito es SWAP. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre el

espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 X 4), es
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Uy, =

o o O =
o = O O
o O = O
- o O O

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢3):

[Y4) = Uy [13).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

W4> = %

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

\/_ V15 (1 —

|thy) = ~———100) + )\01>

30

——[10) +

J_ \/E(sz')‘m
30

Operador unitario total

El operador unitario total del circuito se obtiene componiendo todas las puertas de derecha a

izquierda, en el orden en que se aplican:

Usotat = Us - Us - Uz - Uy

Calculando el producto explicito de las 4 matrices, obtenemos:

11 1 1

2 2 2 2
r &+ _1 _ 3

_ 2 2 2 2
Utotal - 1 1 1 1
2 T2 T2

1+ _1 i

2 2 2 2

Se puede verificar que esta matriz es unitaria, es decir, UJOtaLl Uiotal = 14.

Estado final

El estado de salida del circuito, tras aplicar todas las puertas al estado inicial, es:
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’wout> = \;%

En notacién de Dirac, este estado se escribe como:

V15 V15 (1 — 24)

[out) = —=100) + s 1on)

V15 \/_(1+22)

—I——|10> =0 |11)

Probabilidades de medida

Las probabilidades de obtener cada resultado al medir en la base computacional se calculan como
los médulos cuadrados de las amplitudes del estado final. Para un estado |¢) = >, cklk), la
probabilidad de medir |k) es P(k) = |cx|*.

Probabilidad de |00)

P(o0) = | Y2p - 2

Probabilidad de |01)

VI5(1—2i), 1

P(01) = S
(01) =1 30 | 12
Probabilidad de |10)
V5, 5
P10y = |2 = 2
(10) =¥ =2
Probabilidad de |11)
V16 (1 + 2 1
P(11) = MF S
30 12
Asi,
5 1 ) 1
P = — P01) = — P(10) = — P(11) = —

y se verifica:

5+1+5+1_1
12 12 12 12
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Verificaciéon: U = QFT,

Demostramos que este circuito implementa la QFT,. La QFT de 2 qubits (N = 4) actia sobre un
estado base |z) (con x € {0,1,2,3}) como:

1S o
QFT, |z) = 5 3> e/ fy)

y=0
Férmula producto. Con |z) = |x;20) (21 bit mds significativo), la QFT se factoriza como:

‘0> 4 e2mi (0.z0) |1> o |O> 4 e2mi (0.z120) |1>
V2 V2 ’
donde 0.z - - - denota la fraccién binaria x/2 + - - -. La puerta H en el qubit 0 genera el factor

™0 C' Py (m/2) acumula e™*1/2; el segundo H acttia en el qubit 1; y SWAP reordena la salida al

convenio big-endian. Escribimos la matriz explicita. Sea w = e*™/* = i. Entonces:

QFT4 ’.]711'0) =

1 1 1 1
2 2 2 2
r 4 _1 i
_|l2 =2 2 2
QFT =17 ° 7
2 2 2 2
1+ _1 i
2 2 2 2
Comparamos con la matriz total del circuito:
101 11
2 2 2 2
14 _1 _i
_ |2 =2 2 2
Ucircuito - 11 1 1
2 2 2 2
1 _i _1 i
2 2 2 2

Ambas matrices son idénticas, por lo que el circuito implementa exactamente la QFT,. [0 5. Calcu-

lo término a término del sumatorio §, = ﬁ >3 apwi.

Con wy = e*™/* = i y el estado de entrada o = WH oy = Y2y = 28y = 42 los

valores w;? = i*¥ para cada par (z,y) son:

r=1i"=1 it =1 i2=—=114=—i
r=21"=1|==-1| i*=1 |%=-1
xr=3i"=1|d3=—i|%=-1] ?=3

Ahora calculamos 3, = %Zz a, - wy? término a término:

222



5 (v = 0): todos los factores %0 = 1.
Bo (y =0)

_ 3V15 V15 2V15 V15 _ 1, 5/15 _
ﬁo_%(l_S'l)—}_%(_F'l)_}—%(1_5'1)+%<1_5'1)_5'1_5_

=0 =1 =2 =3

B
ot

B1 (y = 1): los factores son 1,7, —1, —i para x =0, 1,2, 3.

_1(3/15 1{ V15 1(2V15 1{ /15 NY 115 2iv/15\ | V15 iV/15
ﬁl_5(1_5'1>+§<_F'2)+§(T'(_1)>+§<F'(_Z)>_§<?_ W2 ) = | - A

2= 1o 4 154 5 .15.

Comprobacién: |3 a5 41— S

Po (y = 2): los factores son 1,—1,1,—1 para = =0, 1,2, 3.

_1(3J/15 1 V15 1(2V15 1( /15 _ 1 5/15 _ | /15
52—5(?'1>+§(—F'(—1))+§(T‘1>+§<F'(—1))—a'T—T-

Bs (y = 3): los factores son 1, —i,—1,4 para z =0, 1,2, 3.

_1(3/15 1( V15 . 1(2/15 1(v/15 <\ _ 1(/15 | 2iV/15\ __ | V15 | iV/15
53—5(1—5‘1>+§<—1—5'(—Z)>+§<T'(—1)>+5(?'1)—§(F+ ) = |2 4 A

El estado de salida por la formula del sumatorio:

Youd = 00y + (F - ¥F)oy + Py + (Y + HE)w,

que coincide con el resultado matricial. []

Ejercicio QFT2_B

-
P (r/2)
o -

Circuito QFT2_B

Se quiere resolver el circuito del ejercicio QFT2_ B para el estado inicial

V15 2V/15
|y = [©5) = 1—5|00> + T|01>

15 15
+ %HO) = 1—\/5—|11)
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Trabajamos en la base computacional ordenada como {|00), [01),]10),|11)}. En esta base, el

vector de estado inicial se escribe como un vector columna de 4 componentes:

V15

15

2v/15

) = |
5

V15

15
El circuito aplica, en este orden: H® I, C'Py;(7/2), [ ® H. En total son 3 operaciones unitarias

que se componen de derecha a izquierda para obtener el operador total del circuito. Finalmente

se mide en la base computacional.

Estado inicial en forma matricial

En la base {|00),]01),]10),|11)}, el estado inicial es el vector columna mostrado arriba. Verificamos

que esta normalizado: la suma de los médulos cuadrados de sus componentes vale

VB, I, VIS VTS
15 15 5 15
HQ _

Confirmamos que ||1;,]|* = 1, como debe ser para un estado cuéntico fisico.

P+ |—P+|-——==1

Puertal: H® I

La primera operacién del circuito es H ® I. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre el
espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

V2

F 0% 0
0 ¥ V2
U1 — /3 2 V3 2
> 0 =% 0
V2 V2
0 2 o v
Aplicamos esta puerta al estado inicial |¢);,):
Wl) =U Wo>-

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

1) = %

Equivalentemente, en notacion de Dirac:
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2v/30 30 30 30
W o - g+ Yy - g ¥y,

Puerta 2: CFPy(7/2)

La segunda operacién del circuito es C' Py (7/2). La matriz unitaria correspondiente, actuando

sobre el espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 x 4), es:

1 000

0100
Uy =

0010

000 2

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢):

|¢2> = U2 |77Z}1>

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

_ 30
U

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

2v/30 30 30 302
W - g+ Doy gy

11)
Puerta 3: I H

La ultima operacion del circuito es I ® H. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre el

espacio completo de 2 qubits (dimensién 4 X 4), es:

229
N
00\;22
I

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢)9):
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[13) = Us [1)9).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:

V15
6
V15

_ 10
|¢3> — | V15(—2+30)
30
V15(—2—-3i)

30

Equivalentemente, en notacién de Dirac:

V5 o V15

0a) = Y2100) +

01
10| )

N V15 (=2 + 3i)
30

V15 (=2 — 3i)
30

110) + |11)

Operador unitario total

El operador unitario total del circuito se obtiene componiendo todas las puertas de derecha a

izquierda, en el orden en que se aplican:

Utotal = U3 : U2 : Ul-

Calculando el producto explicito de las 3 matrices, obtenemos:

1 1 1 1

2 2 2 2
1 _1 1 _1

_ 2 2 2 2

Utotal - 1 i 1 i
2 2 T2 T2

1+ _1 i

2 2 2 2

Se puede verificar que esta matriz es unitaria, es decir, UJOtal Uiotal = 14.

Estado final

El estado de salida del circuito, tras aplicar todas las puertas al estado inicial, es:

V15
6
V15

_ 10
Wout) | V15(—2+35)
30
V15(—2-3i)
30
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En notacién de Dirac, este estado se escribe como:

) = YL2100) + Lo

V15 (=2 — 3i)
- 20 1)

Probabilidades de medida

Las probabilidades de obtener cada resultado al medir en la base computacional se calculan como
los médulos cuadrados de las amplitudes del estado final. Para un estado |¢) = >, cklk), la
probabilidad de medir |k) es P(k) = |cx|*.

Probabilidad de |00)

vis, 5
PO0) = |22 = 2
00) = Y32 =2
Probabilidad de |01)
V15 3
P(01) = |~ = —.

Probabilidad de |10)

V15 (=2 +3i), 13

P(10) = _ 13
(10) = 30 | 60
Probabilidad de |11)
VI5 (=2 —3i), 13
P(11) = =2
30 60
Asi,
) 3 13 13
P(00) = — P(01) = — P(10) = — P(11) = =

y se verifica:

5.3 13 13
12 20 60 60

Relacion con QFT2__ A

Este circuito omite la puerta SWAP final que aparece en QFT2_ A, lo que invierte el orden de los

qubits de salida respecto al esquema estandar. La omisién del SWAP corresponde a un cambio de
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convencién de endianness (orden de bits). En la convencién big-endian el qubit més significativo
es (o, mientras que en little-endian es g,_1. El resultado de este circuito es la QFT con los qubits

de salida en orden inverso (bit-reversal):

UQFTQ?B = SWAP - UQFTZfA - SWAP

Es decir, la diferencia con QFT2 A se debe a la ausencia del SWAP final, lo que equivale a una
inversién de bits (bit-reversal) y no a un circuito distinto. En la practica, basta con reinterpretar

el orden de lectura de los qubits de salida.

L1 1 1
2 2 2 2
L1 1 1
— 2 2 2 2
Ucircuito (sin SWAP) = | 4 i 1 i
2 2 2 2
L+ _1
2 2 2 2

Caélculo término a término del sumatorio (circuito sin SWAP)

El circuito QFT2_B implementa la QFT, sin la puerta SWAP final, lo que equivale a una
permutacién de los indices de salida por inversion de bits (bit-reversal). La matriz resultante tiene

la misma estructura que QFT, pero con las filas reordenadas:

[Uqrresljrx = %ikj/, J' = bitrev(j,2) (los 2 bits de j invertidos).
Para el estado de entrada ay = ‘gr’, ap = %, g = 31—\/5175, a3 = —%, la tabla de elementos

M; . de cada fila es:

Fila j Mo | Mj, | Mjs | Mjs || equivale a
J =0(]00)) 1 1 1 1 WO
Jj=1(]01)) 1 -1 1 -1 || w* (7 =2)
Jj=2([10)) 1 0 -1 | =i | W (=1
Jj=3(|11)) 1 -1 | —1 1 w3 (' = 3)

Calculamos v; = %Zizo oy M, término a término:

v (fila 0, |00)): todos los M, = 1.

__1( 15 1(2V/15 1(3/15 1 V15 _ 1 . 5/15 _ |15
70—2(15'1>+2<15‘1)+2(15 1>+2<—15‘1)—2 B =6

g (ﬁla 19 |01>): Ml,m - (17 _17 17 _1)

_1( /15 1(2/15 1(3 1 V15 _ 1. 3/15 _
71—2(15'1)+2(15'(—1))+2< 5 '1>+2<—15'(—1)>—2'15—
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Comprobacion: |y|? = & = 2. v

2 (ﬁla 2? |1O>) MQ,x = (172" _L _Z)

_1( V15 1(2V15 1(3v15 1 V15 ~N) 1 215 | 3iv/15\ _ | V15(—2+3i)
72—2(15'1>+2<15'@)+2<15'(—1)>+2<—1s'(—@)>—2(— Vo 4 3iylh) — | YIRS |

2 _ 15(449) _ 13
|* = =5V

Comprobacién: |7y, 500

73 (ﬁla 37 |11>) M3,x = (17 _ia _172)

=) 3 (A0 +

(m,(_1)> +;<_¢ﬁ.,~> — 1(—2yB - ) | /B2 |

15 15

N =

Estado de salida:

[out) = o) 4+ o) 4 YEEEEg) 4 YRS,

que coincide con el resultado matricial. [J
Ejercicio QFT3

o

q1 .

P (n/2) P (n/4)

1 L

Circuito QFT3

P (n/2)

Se quiere resolver el circuito del ejercicio QFT3 para el estado inicial

215 15 15 15
Yy = EP) = \1/—5_|000> — 1—C|011> - gum) - %um)

Trabajamos en la base computacional ordenada como

{]000), |001), |010),]011), |100), |101),]110),|111)}. En esta base, el vector de estado

inicial se escribe como un vector columna de 8 componentes:

|¢in> = 1

229



El circuito aplica, en este orden: I ® I @ H, CP3(mw/2), CPy(n/4), I ® H® I, CPy(7/2),
H®I®I, SWAPy,. En total son 7 operaciones unitarias que se componen de derecha a izquierda

para obtener el operador total del circuito. Finalmente se mide en la base computacional.

Estado inicial en forma matricial

En la base {]|000), |001), |010),]011), 100}, |101), |110), |111)}, el estado inicial es el vector columna
mostrado arriba. Verificamos que esta normalizado: la suma de los moédulos cuadrados de sus

componentes vale

2 1
2 jop 4o+ | - Y0P
ey P o =1,

+ 0] + | + |

|> =1, como debe ser para un estado cuéntico fisico.

Confirmamos que |1,

Puertal: IQ I ® H

La primera operacion del circuito es I ® [ ® H. La matriz unitaria correspondiente, actuando

sobre el espacio completo de 3 qubits (dimension 8 x 8), es

22 0 0 0 0 0 0
2 20 0 0 0 0 0
0 0 2 2 0 0 0 0
g |0 0 220 0 0 0
0 0 0 0 ¥ 2 o 0
0 0 0 0 ¥ ¥ o9 o0
0o 0 0 0 0 0 ¥ v
o 0 0 0 0 0 ¥ 2
Aplicamos esta puerta al estado inicial |t;,):
1h1) = U [tho).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:
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e
o

w
o

w
w

Y1) =

|
o

[
o

w w
w w

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

v 30 V30 v 30 V30
= ——|000) + ——1|001) — ———|010) + ——1011
) = *1-1000) + Y2 joo1) — Y j010) + L 011)

V30 V30 V30 V30

30 30 30
—1100) — ——|101) + ——|11 — 111
+10|00> 1O|O>Jr 30| 0+ 30| )

Puerta 2: CPy(7/2)

La segunda operacién del circuito es C'Pjy(7m/2). La matriz unitaria correspondiente, actuando

sobre el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es:

o O O

Uy =

o O O O = O O
SO O O = O O o O
o O = O O O o O
S = O O O o o O

S O O O O o O

S O O O O o o -
S O O O o o = O

o O O O .

0

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢):

Wz) = U, Wl>-

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:
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e
o

o
S
SUS)

w
[e=]

[Y2) =

A
—_

olw) IS
3

ﬁw‘ﬂ
w 3
S|S|w
< o

w
[e=]

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

V30 V30 V30 V/30i

30 30
= ——|000) + ——|001) — ———|010 011
) = *1-1000) + Y2 joon) — Y2 j010) + Y o11)
V30 v 30 V30 V301
—1 — ——|101 — 11 111
+ 25100y — 21101 + L2 j10) + Y

Puerta 3: CPy(m/4)

La tercera operacion del circuito es C' Pya(7/4). La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre

el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es:

10000 0 0 0
01000 0 0 0
00100 0 0 0
00010 0 0 0

Us =
00001 0 0 0
00000 X2 o
00000 O 1 0
00000 0 0 Y200

2

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢)s):

|ths) = Us [2).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:
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SR e

Ws) =

w
w
30

10
(=1-9)
10

Qa

30
V15(—1+4)
30

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

V30 V30 V30 V30i
= Y2[000) + ~2-[001) — ~22[010 011

VED o VIR i) VA VI )

30 30
AR 101) + ~=[11 111

Puerta4: IQ HRQ I

La cuarta operacion del circuito es I ® H ® I. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre

el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es:

20 2 0 0 0 0 0
0 2 0 %2 0 0 0 0
20 -2 90 0 0 0 0
v |0 20 ¥ 0 0 0 0
0o 0 0 0 2 o0 2 0
0o 0 0 0 0 2 o ¥
00 0 0 ¥ 0o -2 9
o0 0 0 0 ¥ o -2

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢3):

|tha) = Us |th3).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:
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= | %

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

lehy) = é?moo) + ‘/ﬁgmyom) + @|010) + \/1_5?()(2)_i)|011>

+ £|100> ‘/_0(?;)2 —9) 1101) + fmm + \/%(;é —20) 1111)

Puerta 5: C Py (7/2)

La quinta operacion del circuito es C'Py;(7/2). La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre

el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es

Us =

o O O O = O O

O O O = O O o O
o O = O O O o O
S, O O O O O O
O O O O o o o

O O O O O O o =
o O O O O O = O
o O O O = O O O

[a)
~

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢y):

|ths) = Us [¢4).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:
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|@/J5> = &

Equivalentemente, en notaciéon de Dirac:

lhs) = é?moo) + ‘/ﬁgmyom) + @|010) + \/1_5?()(2)_i)|011>

+£|100> \/_0(?)_()2_%101) ‘/_Z|110> \/%;?)_i)Hll)

Puerta 6: HRIR®I

La sexta operacion del circuito es H ® I ® I. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre

el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es

20 0 0 %2 0 0 0
0 ¥ 0 0 0 ¥ 0 0
0 0 %2 0 0 0 2 90
g |0 00 2 0 0 0 ¥
200 0 0 -2 0 0 0
0 %2 0 0 0 -2 0 0
0 0 %2 0 0 0 ¥ 90
0o 0 0 %2 0 0 0 -2

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢5):

|th6) = Us [¥s).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:
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V30
12
i(1-2i) (—2v/15+/30)
60
V/30(3+21)
60
(2—i)(v/30+2V/15)
’¢6> = _2973*0
20
i(1-2i) (V30+2v15)
60
v/30(3—21)

60
(2—i)(—2v/15++/30)
60

Equivalentemente, en notacion de Dirac:

(2 1) (V30 +2/15)
60
~2v/15 + /30)
60

) = Y g =20 (2VIE VD)

12 60
VA, (1= 20) (V30 +2VT5)

———1100
20 [100)+ 60

1001)+ 1010)+

V30 (3 4 2i)
0 011)

|101>+‘/%(630_2i)|110>+(2_i)( 111)

Puerta 7: SWAP,

La ultima operacion del circuito es SWAPy,. La matriz unitaria correspondiente, actuando sobre

el espacio completo de 3 qubits (dimensién 8 x 8), es:

10000000
000O01O0O0O
001 0O0O0O0O0
U, = 000O0O0O0T1@O0
01 000O0O0O
000O0O0OT1TO0®O
00010O0O0O0
000O0O0O0O0T1

Aplicamos esta puerta al estado resultante del paso anterior, |¢):

|Y7) = Uz [1g).

Realizando el producto matricial y simplificando las componentes, obtenemos el estado:
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5ok
(=)

~ 20
V/30(3+2i)
60
v/30(3—21)
60
[Y7) = | i(1—2i)(—2v15+/30)
60
i(1-2i) (V30+2v15)
60
(2—i)(v/30+2V/15)

60
(2—i)(—2v/15++/30)

60
Equivalentemente, en notacion de Dirac:
9 _ 9
lpr) = ‘ﬁ»omom - \g‘jomon + \/%(6?’0+Z)|010> + \/%(6302)01”
i(1—2i) (=215 + v/30) i(1-2i) (V30 +2V15) (2—1i) (V30 +2V15) (2 =) (—2vI5+ V/30)
+ < |100)+ < 1101)+ i 1110)+ i 1111)

Operador unitario total

El operador unitario total del circuito se obtiene componiendo todas las puertas de derecha a

izquierda, en el orden en que se aplican:

Uiotal = Uz - U - Us - Uy - Us - Uz - Uy

Calculando el producto explicito de las 7 matrices, obtenemos:

VZooV2 o 2 V2 V2 V2 V2 V2
4 4 4 4 4 4 4 4
V2 V2 V2 V2 _V2 _\V2 _V2 _\V2
4 4 4 4 4 4 4 4
VZooV2Z V2 2 V2i V2i _ V2 _ V2
4 4 4 4 4 4 4 4
VZooV2 V2 V2 V2 V2 V2i V2i
U, _ | 4 4 4 4 4 4 4 4
total V2 V22 V2l i 16 _1yi 1
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
V2 V2 V2i V21 _ i 1 1_i  _14i
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
V2o v2 o VB V2 _lgi 1@ lydi 1
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
V2o v2o_ W2 V2 1 _ i _lgi 1 _ i 1l
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

Se puede verificar que esta matriz es unitaria, es decir, UtTOtaLl Utotal = Is.

Estado final

El estado de salida del circuito, tras aplicar todas las puertas al estado inicial, es:
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5o
o

20
V/30(3+2i)
60
v/30(3—2i)
60
i(1-2i) (~2v/15+/30)
60
i(1-23) (v/30+2v/15)
60
(2—1)(V30+2v/15)

60
(2—1)(—2v/15+/30)
60

Wjout) =

En notacién de Dirac, este estado se escribe como:

V30 V30

|Yout) = 1—20|000> - 2—00\001> g 1010) + o)
. (1 — 2i) (—2v/15 + v/30) |100>+i (1 —2i) (V30 +2V/15) |101>+(2 — i) (V30 +2V/15)

V/30 (3 + 2i)

V/30 (3 — 2i)

60

Probabilidades de medida

60 60

1110)+

(2 i) (—2v15+ V/30)

60

Las probabilidades de obtener cada resultado al medir en la base computacional se calculan como

los médulos cuadrados de las amplitudes del estado final. Para un estado |¢) = >, cklk), la
probabilidad de medir |k) es P(k) = |cx|*.

Probabilidad de |000)

Probabilidad de |001)

Probabilidad de |010)

Probabilidad de |011)

Probabilidad de [100)

V30 5
P(000) = |~ = —.
12 24
V30 3
P(001) = | — ——]* = —.
20 40

P(010) = |\/%(3 + 2i) o 13

P(OH):‘\/%(S—%)|2 13
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i(1—=2i) (=2v15++/30
P(100) = 4 )<60 i )|2_é_f.

Probabilidad de [101)

i (1 - 2i) (\/%+2\/ﬁ)|2_ V2 o1

101) = -
o =| 60 12

Probabilidad de |110)

(2—i) (V30+2vI5) , 2 1

P(110) = - Y=, -
(110) = | 60 =15t
Probabilidad de |111)
(2-4) (-2vVI5+Vv30) , 1 2
P(111) = | == - —.
60 8 12
Asi,
5 3 13 13
P = — P(001) = — P(010) = — P(011) = —
1 V2 V2 1 V2 1 1 V2
P(100) = - — Y=, P01l =S+,  P0)=YS+>, Pll)=-— Y=
(100) 8 127 (101) 12 + 8’ (110) 12 * 8’ (111) 8 12

y se verifica:

5 3 13 13

51 710 T 120 T 120

Verificaciéon: U = QFT, por féormula general y por matrices

1. Férmula general de la QFT. La Transformada de Fourier Cuantica sobre N = 2"

dimensiones se define como la transformacion unitaria

1 N—-1 .
QFTy |7) = Vo Z TIRIN By 5 =0,1,...,N—1.

Para n = 3 qubits (N = 8) con |j) = |j271J0) (qubit 2 el mds significativo):

QFT ’] Z 2771]k/8|k
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2. Férmula producto (representacién binaria). FEscribiendo j = 475 + 2j; + jo, la QFT

admite la factorizacidon tensorial exacta:
‘()) 4 g2mi (0.5o) ‘1> |0> 4 g2m (0.5170) |1> |0> 4 g2mi (0.52410) |1>
® & )
V2 V2 V2

donde 0.jgjk—1+ = Jr/2 + jr—1/4 + - -+ es la fracciéon binaria. El primer factor del producto

QFTS |]2j1j0> =

tensorial es el qubit de menor orden a la salida; el SWAP, final restaura el orden estandar.

La correspondencia directa entre puertas y factores se resume como sigue. La puerta I ® I ® H crea
|0) + €™|1) en el qubit 2, aportando la fase 0.jy. La puerta C'Pjy(7/2) afiade €"™/1/2 (contribucién
j1 en segundo bit de fraccion), completando 0.7;jy en ese mismo qubit. La puerta C Py (7/4)
afiade ¢72/4 completando 0.j2j170 en el qubit 2. Las puertas I ® H ® I y C Py (7/2) operan
analogamente sobre el qubit 1 para construir 0.5571, v finalmente H ® I ® I construye 0.7, en el
qubit 0.

3. Matriz 8 x 8 de QFTs. Sea w = €™/%. Las potencias relevantes son:

cu0:17 w1:%7 wQZZ-’ wSZ—\l/—%—i’ w4:—1, w5:_\1/;7 w(;:_z.’ w7:%,
La entrada (j, k) de la matriz vale ;o5 w7/t mod®:

111 1 1 1 1 1

1 w w2 w3 Wt W W W

1 w? wt Wb 1 w? oWt Wl

QFT I |1 W w W W W WP

T2 (1 w1 oWt 1wt 1w

1 w5 (,‘_)2 w7 w4 w wG w?)

1 w8 w* w? 1 W oWt W2

1 W Wb W oWt W W ow

Sustituyendo los valores numéricos de w* se obtiene la matriz con entradas de la forma +1/(2v/2)

y (1 £14)/4, que es precisamente la que se obtiene al multiplicar las 7 matrices del circuito
Us,---Uj.

4. Verificacién numérica — columna k =1 (|j) =(001), j = 1).

Por la féormula general, la segunda columna de QFTy corresponde a j = 1:

(W°, W, w? Wi, Wt Wh Wl W)

1
FTg¢|001) = —=
QT [00L) =
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Numeéricament, con o =

QFTg]001) = a | V2

Evaluando Uyega [001) (es decir, aplicando paso a paso las 7 puertas al estado |001)) se obtiene

exactamente el mismo vector columna. La comprobacién es andloga para las restantes 7 columnas.

Por tanto, Ugirenito = QF Tg. 5. Célculo término a término del sumatorio 3, = % STy Wi

2xﬁ _ V15 SW V15

2mi/8 — ¢im/4 v 1os coeficientes no nulos ay = e a5 = , g = Y12,

Con wg = e el

coeficiente de |y) en la salida es:

3y méd 8 5 méd 8 6y mod 8
v + a5 - y +a6~w8y )

0
By = < g - Wy o3 wg
2V2
termmo =0 término x=3 término x=>5 término =6
méd

Tabla de potencias wg” 8 para cada y vy los x activos:

y w[S)-y wgymédS wgy méd 8 wgymédS
y=0|w =1 wy =1 w) =1 wy =1
y=1|w=1 ws = _\1/'5” wy = =5 ws = —i
y=2|w =1 wd = —i wl=wi=1 w§2:w§:_1
y=3| wg=1 wé’:wé:l—jg wé‘:’:wg:% wi =wi =1
y=4|wl=1] wi?=wi=-1| wP=wi=-1 wl=wl=1
y=5|wg=1| w® =wf="17 w§5:w§:% wl = wl = —i
y=6|wl=1| wl¥=wi=1i wl=wl=—-i |wW¥=wi=-1
y=T|[wl=1 wglzwgz_\}; wg’g‘:wg:_\l/gi wet=wi=1

Calculamos ahora 3, sustituyendo cada término:

Bo (y=10): wi®=wi=1en los cuatro términos.

621 z\ﬁl_i_ _@.1_’_1 3\/71_'_ @'1: 1 5\/52\/%
0= 32 22\ 15 22 2v2\ 15 22 15 12 [
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1 (2V15 V15 —1+i 1 (3/15 —1—i 1 (/15 .
fr= (M0 1) + s (8 ) e (ME ) e (F - 0).

Agrupando la parte real y la imaginaria:

V15 1—i | —3-3i _ - V15 .
51:30\/5<2+ﬁ+ V2 —l> 30\/_[(2—\/5)_(14‘2\/5)2}.
= |5l = 1830[(2—\/_) +(1+2v2)°] = 1830 15:;.
Bo (y=2): wl=—i,w?=1, wit=—1

By = 21f<2f 1>+2\1/§<—“1§-(—¢))+2;§<3{5T5-¢>+2;§ (“11;5-(—1)> = ﬁﬁ(2+z’+3i—l) = W'

=™
w
|
[\
_
S
VN
[N}
_
53
ot
—_
N———
+
[\
_
g
/T\
5
O’(P—‘
ot
—
SiE
N———
+
[\
B
3
N
‘OJ
_
5l
ot
[
ST
N———
_l_
[\
_
_
N
5l
O‘(H
ot
-~
N———

2 [e+va+a-2v3)i).

_ 1 (2V15 1 V15 1 (3V15 1 (/15 _ \/ﬁ _ \/ﬁ
Ba= m<15'1>+m<—15-(—1)>+22<15~(—1)>+m<1s'1) = m(2+1—3+1) T 30v2

30v/2
67 (y:?) wgz *gl’wg:%,wgz
_ 1 (2v15 1 V15 —1—3 1 3V15 —1+4 1 V15 V15 .
fr 2\/§<15 1>+2\/§< 5 2)*2&(15 \/§>+2\/§<15 Z>—3\/§[<2_\/§)+<1+2\/§)Z]'
Verificacién de la normas:
Z|5|2 1 17+1+L+1+17+1 25+ 15+17+154+1+15+17+15 1
Y 120 8 120 & 120 8 120 ’
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El estado de salida de la QFT aplicada por la formula del sumatorio es:

QF Tgltfin) = *221000) + £,]001) + Y2LE 010) + 55011)
+ 2435 [100) + B5[101) + V2D1110) + 57 [111),

con los modulos al cuadrado calculados arriba. [J
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Ejercicios de Oraculos Cuanticos




Dado el ordculo Uy que implementa la funcién f : {0,1}* — {0,1} definida por
f(00) =0, f(01) =1, f(10) =0, f(11) = 1 (es decir, f(xz129) = x¢), construye
explicitamente la matriz 8 x 8 del oraculo Uy (2 qubits de entrada + 1 auxiliar) y

verifica que es unitaria.

Forma algebraica del oraculo:

Uy [z1zo)ly) = |z170) [y ® f(21,20)) = |2170) [Y D 70)

Solucion detallada:

Concepto clave: El ordculo cudntico implementa Uy |ziz0)ly) = |z120)]y @
f(x120)). La base computacional de 3 qubits tiene 2> = 8 estados, ordenados
|000), |001), |010), |011), |100), |101), |110), |111). El registro es |z1)|xo)|y) (entrada + auxi-

liar).

Paso 1: Tabla de accién de Uy

Estado entrada x120 y f(x1me) y@® f Estado salida Pos.

1000) 00 0 0 0 1000) 0—0
1001) 00 1 0 1 1001) 11
1010) 00 0 1 1 1011) 23
011) 00 1 1 0 1010) 32
1100) 10 0 0 0 1100) 454
1101) 10 1 0 1 1101) 55
1110) 11 0 1 1 1111) 6— 7
111) 11 1 1 0 1110) 76

Paso 2: Construir la matriz Uy

La columna j de Uy es el vector imagen de |j):
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o O O = O O o o
SO O = O O O o o
_— O O O O O o O
O = O O O o o O

SO O O O O o o =
S O O O O o —~= O
O O O O = O O O
oSO O O o O = O O

La estructura por bloques es I & X @ I, & X (donde X es la puerta NOT), lo que refleja

que Uy acttia como un CNOT controlado por .

Paso 3: Verificar unitaridad

U} = UJ? (todos los elementos son reales y la matriz es simétrica por bloques)

VUl =1y v

Observacion: los bloques CNOT son involutivos (X?* = I), luego U} = I5. El ordculo es su

propio inverso.

Uy es unitaria: UlU; = Is.
En este caso, f(x1z9) = x¢ se implementa como una puerta CNOT con zy como

control y y como objetivo.
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Ejercicio O2

Aplica el ordculo de fase del ejercicio anterior (con f(x1x¢) = z) al estado |++) =
H®?|00). Calcula el estado resultante paso a paso y muestra que la fase (—1)7@® queda

codificada en el registro de entrada.

Forma algebraica del ordculo de fase (kickback):

Urloizo)|—) = (=170 |zy20)|=) = (=1)" |z120)|—)

El auxiliar |—) = %(|O> —]1)) no cambia; la informacién de f se transfiere como fase

global condicional al registro de entrada.
Solucién detallada:

Concepto clave: El ordculo de fase (UP*) aplica (—1)/®|z) al registro de entrada

cuando el auxiliar estda en |—). La clave es el kickback de fase: el auxiliar no se modifica.
Paso 1: Estado inicial del registro de entrada
1
l++) = H®?|00) = 5(|00> +[01) +]10) + [11))
El estado completo (entrada + auxiliar):
1)

[bo) = [++) @ |-) = ;(!00> +[01) + [10) +11)) ® |O>\;§

Paso 2: Aplicar U; (kickback de fase)

Para cada |z), el ordculo XOR con |—) produce (—1)f@|z)|—):
f00)=0= (-1)’=+1, fO)=1=(-1)'=-1, f10)=0=+1, f(1l)=1= —1

on) = 5 (+100) — 01} + [10) ~ 1)) @ |-)

Paso 3: Factorizar el estado de entrada

{9 = 2 (100)-101)+10)-11)) = 2 (j0)~1)) @ (10)-11)) = (=1)'|-)e]-) = |-
Verificacion de la factorizacién: (]0) — [1)) @ (]0) — |1)) = |00) — |01) — |10) + |11).
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iAtencion! La factorizacion correcta es:
1 1
5 (100) = [01) +[10) = [12)) = 2 (10) + 1)) ® (|0) = |1)) = [+) @ |-)

pues (|0) +[1))(|0) = [1)) = [00) —[01) +[10) — [11). v

i) = |4) @ |-) = [+-)

El qubit xq (el que determinaba f) ha pasado de |+) a |—).
El qubit z; (irrelevante para f) permanece en |+).
La fase (—1)* ha “rotado” el qubit x en la base de Hadamard: H|—) = |1), por lo

que medir xg en la base H detecta la dependencia de f en z.
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Ejercicio O3

Construye el ordculo de Grover para n = 3 qubits que marca el estado |z*) = |101)
(posicién 5 en base decimal). Escribe su matriz 8 x 8, verifica su unitaridad y muestra

que si se aplica dos veces seguidas el estado vuelve a ser el original.

Forma algebraica del oraculo de Grover:

U, = 1 — 2|x*){(z"| - U,|z) = (=1)%=

z)

Equivalentemente, en términos de una funcién indicadora f,(x) = 0.« (vale 1 solo si
r=2x"):
U,lz) = (=1)%@ |z), con z* =101, = 5.

Solucién detallada:

Concepto clave: El ordculo de Grover para un estado marcado |z*) es:
U, =1—2|x")(z"|

Es una reflexién que invierte el signo de la amplitud del estado |z*) y deja intactos todos

los demés.

Paso 1: Construir |z*)(z*|

|z*) = [101) es el vector base es = (0,0,0,0,0,1,0,0)" (en indexacién 0-basada).
%) (a*| = ese5 = diag(0,0,0,0,0,1,0,0)

(Matriz diagonal de 8 x 8 con sélo el elemento (5,5) igual a 1.)

Paso 2: Matriz del oraculo

U, = Is — 2diag(0,0,0,0,0,1,0,0) = diag(1,1,1,1,1, —1,1,1)

o O O o O

oS O O O o o o
o O O O o o —= O
o O O O O = O O
o O O O = O O O
O O O = O O o o
oS = O O O o o o
_ o O O O o o O
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Paso 3: Verificar unitaridad
U, es diagonal con entradas +1, luego Ul = U, (hermitica) y U2 = Ig:
U,U., :diag(lela1a17(_1>2a171) = Vv

Paso 4: Aplicar a la superposiciéon uniforme

1 7
H®3|000) = NG > )
z=0

1< 1
U, <mxz:0 |x>> = ﬁ(l000> +[001) + [010) + 011) + [100)—|101) + [110) + [111))

La amplitud del estado marcado |101) cambia de —1—2\% a —ﬁ.
Las amplitudes de todos los demas estados permanecen inalteradas.

Aplicar U, dos veces restaura el estado original: U2 = Iy. v
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Ejercicio O4

Dado el oraculo de fase Uy correspondiente a la funcién de paridad f(xqz120) =
Ty @ x1 @ x2 (3 qubits de entrada), calcula la accién de Uy sobre el estado |[+++) y
obtén el estado resultante en notacién de Dirac. Identifica qué fase (—1)f®) recibe

cada término.

Forma algebraica del ordculo (version XOR + version fase):

Uy lzamimo)|y) = [w2m120) [y © f(20) © f(21) © f(72)) = [222170) [y © 70 @ 71 © T29)

Version de fase (auxiliar en |—)):

U |wamizo)|—) = (—1)"09"19%2 | pomyzg)|—).

Solucién detallada:

Concepto clave: Con el auxiliar en |—), el ordculo de fase actia como Uy|z) = (—1)/@)|z).
La tabla de fases para f = xq@® 1 & x5 fue calculada en el Caso D del capitulo de Deutsch—

Jozsa.

Paso 1: Superposicion uniforme

[+++) = 2\1/§ Z:) |z) = 2\1/§(|000> +1001) +[010) + [011) + [100) + [101) + [110) + [111) )

Paso 2: Asignar fases segin f(x) = zq ® x1 @ x9

|z)  zemime f(x) (=1)/®  Término en Us|+-++)

000 0 +1 +-1-]000
001 1 -1 —=1-|001
010 1 -1 —=1-]010
011 0 +1 +-1-|011

101

SHEE)

) )
) )
) )
) )
|100) 100 1 —-1 —=1-1100)
) )
) 110 )

) )

111 1 ~1 —L |11
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Paso 3: Estado resultante

b

2v/2

Paso 4: Identificar el estado en base de Hadamard

Usl+++) = =—=(]000) — |001) — [010) + [011) — [100) + |101) + [110) — [111))

Factorizamos usando |+) = %(|0> +|1)y|-)= %(|0> —|1)):
(10 =)@ (o) =)@ (o) - 1) = > (1) |z2120)
x2,21,20€{0,1}
Comparando con nuestro resultado:

1 roPxr1PTo
g o (I ym) = |-) @) ©|-) = |-—-)
Z2,21,20

Usl+++) =

Ufl+++) = [==—)

El ordculo de paridad convierte |[+®3) en |—®3): los tres qubits de entrada pasan
simultaneamente del autoestado +1 al autoestado —1 de H. Esto es exactamente la
informacion que extrae Deutsch—Jozsa en la segunda capa de Hadamard: la medicion
da |111) con probabilidad 1.
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Ejercicio O5

Demuestra que el oraculo cuantico Uy (definido por Us|z)|y) = |z)|y® f(x))) es siempre
unitério para cualquier funcién booleana f : {0,1}"™ — {0, 1}, independientemente de
si f es constante, equilibrada, biyectiva o cualquier otra. A continuacién, aplica el
resultado para el caso n =1, f(0) =1, f(1) = 0 (NOT), y calcula U}.

Forma algebraica general del oraculo:

Urlo)ly) = lo)ly @ f(x)),  =e{0,1}", ye {01}, f:{0,1}" —{0,1}

Para el cason =1 con f(0) =1, f(1) =0 (NOT booleano): f(z) =z =1 z, luego

Urlo)ly) = |o)lyo (1 ox)) = |o) [y © ).

Solucion detallada:

Concepto clave: La unitaridad de Uy no depende de propiedades de f; depende tnica-

mente de que & (XOR) es una operacion invertible sobre {0,1}: y & f & f = y para todo
y, [ €{0,1}.
Paso 1: Demostrar que Ul = U 7 (el oraculo es hermitico)

Calculamos U} como el operador adjunto. Para vectores base:
(@'y'|Usley) = (@'Y |2)ly @ f(2)) = 6wz Oy, yo ()

Luego:
(wylUF12'y') = (&' |Ufl2y))" = 0ura Oy yessio)

Por tanto U}|x’>|y’> =2y ® f(z)) = Usz")|y'), lo que demuestra U} =Uy.

Paso 2: Demostrar que U]? =1

Ufla)ly) = Ur(|o)ly®f(2))) = |o)](y@f (2)) @ f (2)) = |2)ly@(f (@)@ f(2))) = ) ly®0) = |)|y)

pues f(z) @ f(x) = 0 para todo valor de f(x) € {0,1}.

Para cualquier f booleana:

Ul=U; y Ui=1
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U es una involucién unitaria hermitica: unitaria, hermitica y su propio inverso.

Paso 3: Caso n =1, f(0) =1, f(1) =0 (funcién NOT)
Los 4 estados base de 2 qubits son |00),]01),|10), |11):

lzy) = y f(z) y® flz) Uslzy)

00) 0 0 1 1 01)
01) 0 1 1 0 100)
10) 1 0 0 0 110)
1) 1 1 0 1 I11)

Matriz (columnas = imagenes de los estados base):

()

(Puerta X aplicada al auxiliar cuando = = 0, identidad cuando z = 1.)

Us =

o O = O
o O O =
o = O O
_ o O O

Verificacién de UJ% =1

2
X 0 X2 0 I 0
U}: — — =1, v
0 I 0 I? 0 I

pues X? = I (la puerta NOT es involutiva).

X 0
Uy = 2=

Este oraculo coincide con la puerta CNOT-controlada-por-Z (NOT del auxiliar cuando

la entrada es 0). Es unitario, hermitico e involutivo, como prueba el resultado general

demostrado en los pasos 1y 2.
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Dado el oraculo Uy que implementa la funcién AND de dos bits: f(z129) = 21 - 2o
(es decir, f(00) =0, f(01) =0, f(10) =0, f(11) = 1), construye la matriz 8 x 8 del

oraculo con 2 qubits de entrada y 1 auxiliar, e identifica qué puerta cuantica estandar

lo implementa.

Forma algebraica del oriaculo (AND):

Up lz1xo)|y) = |z120) [y @ (21 A 20)) = [2120) |y © (21 - 70))

El auxiliar se voltea tinicamente cuando ambas entradas son 1. Equivalente a la puerta
Toffoli (CCNOT) sobre el qubit auxiliar.

Solucién detallada:

La accién es Ur|x120)|y) = |2120)|y @ (21 - 20)). Solo el estado |11) tiene f = 1; el auxiliar

se voltea tUnicamente en ese caso.

Paso 1: Tabla de accién

Estado entrada x120 v f y® f Estado salida Pos.

1000) 00 0 0 0 000) 0—0
1001) 00 1 0 1 001) 11
1010) 00 0 0 0 1010) 22
1011) 00 1 0 1 011) 33
1100) 10 0 0 0 1100) 44
101) 0 10 1 1101) 5—5
1110) 11 0 1 1 |111) 6—7
1111) 11 1 1 0 1110) 76

Paso 2: Matriz U; (solo los estados |110) y |111) intercambian):
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=Ilgd X

o O O = O O o o
SO O = O O O o o
_ o O O O o o O
O = O O O o o O

SO O O O O o o =
o O O o o o~ O
o O O o O = O O
O O O O = O O O

Paso 3: Identificacion de puerta

El bloque activo es una puerta X (NOT) en el auxiliar controlada por 1 =1y 2o = 1
simultdneamente. Esto es exactamente la puerta Toffoli (CCINOT): NOT del auxiliar

cuando 1 = xo = 1.

U;(AND) = puerta Toffoli (CCNOT)

La puerta Toffoli es el ordculo natural de la funcién AND de 2 bits: Uy =
CCNOT(x1, xo,y).
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Ejercicio O7

Construye el ordculo Uy para la funcién OR de dos bits: f(z12¢) = 21 V2o (f(00) =
0, f(01) =1, f(10) =1, f(11) = 1). Escribe la tabla de accién completa, la matriz
8 X 8 y exprésala en términos de puertas CNOT y NOT.

Forma algebraica del oraculo (OR):

Us|oimo)ly) = |z120) |y © (1 V 20)) = [2120) |y @ (21 © 10 © 2120))

Usando la identidad booleana x1 Vo = x1® 2o ® (21 -20), se descompone como composicién
de dos CNOTs y un Toffoli sobre el auxiliar.

Solucién detallada:
La accién es Ur|z1z0)|y) = |z120) |y @ (21 V 20)). Solo f(00) = 0; para los demas f = 1.

Paso 1: Tabla de accion

Estado entrada x129 y f y@® f Estadosalida Pos.

|000) 00 0 O 0 |000) 0—0
|001) o0 1 O 1 |001) 1—1
|010) 01 0 1 1 |011) 2—3
|011) 01 1 1 0 |010) 3— 2
|100) 10 0 1 1 |101) 4 —5
|101) 10 1 1 0 |100) 5 —4
1110) 11 0 1 1 [111) 6—7
|111) 11 1 1 0 [110) 77— 6
Paso 2: Matriz Uy

100 0 0O0O0O0

01 00 0O0O0UO0

00 01O0O0O00O0

001 0O0O0O00O0
U = =L XXX

0O 00O0OO0OT1TQO0TUO0

00 00O1O0O00O0

000 O0OO0O0OOUO 071

00 0O0OO0OO0OT1TFPO
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Paso 3: Descomposicién en puertas

Usando la identidad x; V xy = &1 - £y (De Morgan): el ordculo OR puede implementarse
como: NOT en zy, NOT en xq, Toffoli(z1, g, y), NOT en xy, NOT en z;, CNOT(z¢,y),
CNOT(z1,v).

El oraculo OR voltea el auxiliar y en todos los casos excepto x; = x¢ = 0.
Estructura de la matriz: I ® X & X & X (3 bloques NOT, 1 bloque identidad).
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Ejercicio O8

El ordculo Uy implementa la funcién XNOR de dos bits: f(z120) =21 @ 29 (f(00) =
1, f(01) =0, f(10) =0, f(11) =1). Construye la tabla de accién, la matriz 8 x 8 y

calcula la accién del oraculo de fase sobre el estado |++).

Forma algebraica del ordculo (XNOR):

Us|lo1wo)ly) = |z120) [y © (11 © 20)) = |T120) |y © 1 D 21 D 20)

Version de fase (auxiliar en |—)):
Ur lzazo)| =) = (=1)"719%0 |zy20)]—).
Solucién detallada:

La funciéon XNOR vale 1 cuando los dos bits son iguales: f =1 & x1 = z.

Paso 1: Tabla de accién de Uy

Estado zz9 vy f y@ f Salida Pos.

00 0 1 1 |001) 0—1

00 1 1 1—-0

SHEE)

01 0 22

01 1 3—3

10 1 5—D

) )
) )
) 0 )
) 0 )
100) 10 0 0 0  [100) 4-—4
) 0 )
) 110 1 1 I1l) 67
) 11 1 1 0 [|110) 76

Paso 2: Matriz Uy
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01 00O0O0OO0O
100 00O0O00O0
001 0O0O0O0O
U=XehelhoX— 0001O0O0O0O0
000O01O0O0O
000O0O0OT1TTO0®O
000O0O0O0O01
000O0O0O0OT@O

Paso 3: Oréaculo de fase sobre |++)

Con el auxiliar en |—), el ordculo aplica (—1)f(@170) |2 3):

|++) = 3(]00) + ]01) + |10) + [11))

UF|4+4) = 3((=1)'00)+(=1)°]01)+(=1)°[10)+(=1)"[11) ) = 3(—]00)+|01)+[10)—[11))

Factorizando:
=3(0) = 1) @ ([0) +]1)) - (=1) = UP*l++) = —|-) @ [+)
UP*(XNOR) |[++) = —|—+)

La fase global —1 es irrelevante. El estado de salida es |—) @ |+): el qubit z; ha
adquirido la fase del ordculo (cambia a |—)) mientras que xy permanece en |+) sin

cambio.
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Ejercicio O9

Construye el ordculo Uy para la funcién de mayoria de 3 bits: f(zox120) =
maj(zq, x1,29) = 1 si y solo si al menos 2 de los 3 bits son 1. Escribe la tabla
de accién completa (16 filas, 3 qubits de entrada + 1 auxiliar) y construye la matriz

16 x 16 indicando la estructura por bloques.

Forma algebraica del oriculo (mayoria):

Us |wamimo)ly) = |T22120) |y © maj(xa, 71, 70))

con la expresion algebraica de la mayoria en suma de productos:

maj(xe, x1,T0) = (Ta-x1) @ (2- o) B (x1-x0) = (T2 Ax1) V(T2 A o) V (21 A Tp).
Se implementa como composicién de tres puertas Toffoli (una por cada par de entradas)
sobre el auxiliar.

Solucién detallada:

f = 1 cuando #unos > 2, es decir para x € {011,101,110,111}. Los demas z= €
{000,001, 010, 100} tienen f = 0.

Paso 1: Tabla de accién

xorizo f |x,0) = |z,1) - Bloque

000 0 [0000)  |0001 L,
001 0 [0010)  |0011 L
010 0 [0100)  |0101 I,

) )
) )
) )
011 1 o111y  [0110)
100 0 [1000)  [1001) T
101 1 |1011)  |1010)
110 1 [1101)  [1100)
111 1 [1111)  [1110)

Paso 2: Estructura de la matriz 16 x 16

La matriz es diagonal por bloques de 2 X 2, uno por cada valor de zoz12(:

Up=LoLo Lo XOLEXDXDX
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Los bloques I, corresponden a f = 0 (el auxiliar no cambia); los bloques X corresponden

a f =1 (el auxiliar se voltea).

Paso 3: Expresion algebraica de f

f(l'g,xl,l’o) = (.172 . I1> V (1’2 . .Z'()) V (Il . [Eo)

El ordculo implementa tres puertas Toffoli (una por cada par de entradas) aplicadas al

auxiliar: Uy = CCNOT (g, 1,y) - CCNOT (22, z9, y) - CCNOT (21, 20, y).

Us(mayorfa) es unitdrio con estructura I5* @ X®4: activa (voltea y) exactamente
cuando 2 o 3 de los bits de entrada son 1. Se implementa con 3 puertas Toffoli sobre

el auxiliar.
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Ejercicio O10

La funcién de implicacién légica de dos bits se define como f(x1,20) = 21 = 9 =
Ty Vg (f(00) =1, f(01) =1, f(10) =0, f(11) =1).

1. Construye la tabla de accién y la matriz 8 x 8 del ordculo Uy.

2. Calcula el estado resultante de aplicar el oraculo de fase a %(|OO> + |01)
+[10) + |11}) = |++).

3. Identifica a qué estado conocido equivale el resultado.

Forma algebraica del oriculo (implicacién légica x; = x¢):

Up lz1zo)ly) = |z120) [y @ (T1 V 20)) = [z120) [y D1 & 21 @ (21 - 20))

Equivalentemente: f(x1,29) =1 ® z1(1 D xg) = 1 @ x1 @ x120. Version de fase (auxiliar en
|—)):
Ur |m1mo)| =) = (—1) 1518220 |71 20) | —).
Solucién detallada:
Parte 1 — Tabla de accion y matriz

f =0 solo cuando x; = 1, zo = 0 (hipdtesis verdadera, conclusion falsa).

Estado zz9 y f y@ f Salida Pos.
000 00 0 1 1 001y 01
001) 00 1 1 0  |000) 1-0
010) 01 0 1 1  [0l1) 23
011y 0L 1 1 0  |010) 32
100 10 0 0 0  |100) 44
01) 10 1 0 1  [101) 55
110y 11 0 1 1 [111) 67
1) 11 1 1 0 [110) T—6
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01 00O0O0O0O
10000000
0001O0O0O0®O
U= XeXeheX - 0010O0O0O0®O0
000O01O0O0®O
000O0O0OT1TO0®O0
000O0O0O0O0OT1
000O0O0OO0OT1O®O

Parte 2 — Oraculo de fase sobre |++)

Fases (—1)7®) para cada estado base:

lz120) f (—1)7 Término en UP¥|++)

00) 1 -1 —300)
o1y 1 -1 —1|01)
10y 0  +1 +2/10)
i 1 -1 —3/11)

UP=|++) = (~100) — 01) + [10) — [11))

Parte 3 — Identificacién del estado

Factorizamos el qubit x1:

= 1(=10000) + 1) + 11)(10) = 1)) = F5 (=10} ) + 111} ) -

fase|++> L( ‘O>|+> + |1>’_>)

2

El estado resultante es entrelazado: los dos qubits ya no son separables. El qubit
x1 = 0 tiene el auxiliar en |[+) (fase —1 global) y el qubit z; = 1 lo tiene en |—). La

implicacion logica crea entrelazamiento entre el control z; y la fase del registro xg.
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Algoritmo de Deutsch—Jozsa para 3
Qubits de Entrada




Motivacién y problema

Problema: Dada una funcién booleana f : {0,1}" — {0,1}, con n = 3, se garantiza

que f es de uno de estos dos tipos:

Tipo Definiciéon Ejemplo

Constante  f(x) = 0 para todo x, o bien f(z) = 0 siempre

f(z) =1 para todo z

Equilibrada Exactamente 2"~! = 4 en- flx) =20 ® 1 D 2o
tradas dan f(xz) =0y 4 dan
flx)=1

Pregunta: ;Es f constante o equilibrada?

A

-

Ventaja cuantica:

Algoritmo clasico Deutsch—Jozsa
Consultas a f necesarias 2"'+ 1 =75 (en el peor caso) 1 sola vez
Numero de qubits n+1=4
Complejidad o(2™) O(1)

Con n = 3 qubits de entrada y 1 qubit auxiliar, una tnica ejecucién del circuito

resuelve el problema con certeza absoluta (sin probabilidad de error).

Estructura del circuito

Registro de qubits

El circuito opera sobre n + 1 = 4 qubits:

» Registro de entrada: qubits g, ¢1, g2 (3 qubits), inicializados en |0).

» Qubit auxiliar: qubit g3, inicializado en |1) (para generar el estado |—)).

Estado inicial:

[%0) = 10)gy ©[0)g, ©1[0)g, @ [1)g, = [000) ® [1) = |0001)
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Diagrama del circuito

tapa 1
\’“E P |11)

Etapa 2

o —(E—{

|12) 1¥3)
) (7)) (/)
H—1Z)
(77
Uy H—Z
(77
Oréculo @ l\éJ
Y,

Etapa

3

ntrada (3q)
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PASO 0 — Estado inicial |¢y)

Los 3 qubits de entrada se inicializan en |0) y el auxiliar en |1). El auxiliar en |1) es

necesario para que la puerta H lo convierta en |—), que es la clave del kickback de

[90) =10} @ 1) = (;) @ (3) ¢ (é) : ((1))

El vector de estado tiene 2* = 16 componentes. El estado es puro |0001), que ocupa la

fase.

posicién 1 (en indexacién binaria, 00015 = 1):

lvo) = (0, 1 ,0,...,0" (16 componentes)
10001)

Verificacion: |[|[vo)]|>? =12 =1. V
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PASO 1 — Capa de Hadamard inicial (H**)

1.1 Accién de H en cada qubit

( N\

La puerta H transforma los estados base segtn:

0) + 1) _o=11
T_|+>’ H|1>—T—|>

Aplicada al registro de entrada (|0)®3) produce la superposiciéon uniforme de los 23 = 8

H|0) =

estados base; aplicada al auxiliar (|1)) genera |—).

A J

1.2 Resultado sobre los 4 qubits

7

HO¥000) — 2;5 > Ir) = 2\1/5(|000>+|001>+|010>+|011>+|100>+|101>+|110>+|111>)
1
H|1) = ﬁ(m — 1)) =)

_ & o L &
i) =553 le) @ Has = e S ) )

El vector de 16 componentes tiene amplitud —|—ﬁ§ . \/Li — —I-}l en las posiciones

pares {0,2,4,6,8,10,12,14} (qubit auxiliar en |0)) y amplitud —}1 en las impares
{1,3,5,7,9,11,13,15} (qubit auxiliar en |1}).

2
Verificacién: 16 x |4" =16 x & =1. v/
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PASO 2 — Oraculo Uy y kickback de fase

2.1 Definicion del oraculo

( N\

El ordculo cudntico Uy implementa f de forma reversible:

Usl2)|y) = |2)|y @ f(z))

donde @ es XOR bit a bit. El registro de entrada (|z)) no se modifica.

. J

2.2 Kickback de fase con el auxiliar |—)

( N\

Cuando el auxiliar estd en |—) = \/iﬁ(|0> — |1)), la accién del ordculo produce un
kickback de fase:

Uple) |=) = 12) - (Url=)pw)) = (=1)F@ |z} |-)
Demostracion:
Usla) 22 = L(|2) | f(2)) — |2) 1@ f(2))) = S (10) = 1)) |2) = (-1)7@ |} |-)

El auxiliar |—) no cambia; la funcién f queda codificada como fase en el registro

de entrada.

AN J

2.3 Estado tras el oraculo

|th2) = Uylthr) = Z ? ) |-)

El qubit auxiliar queda factorado en |—) y de aqui en adelante se ignora. El estado
efectivo del registro de entrada es:
1 7

|¢£entrada)> _ W Z(_l)f(x) ‘$>

2 z=0
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PASO 3 — Capa de Hadamard final (H®?)

3.1 Foérmula de la QFT de 3 qubits

( N\

La transformada de Hadamard H®" sobre n qubits es la QFT o con todas las fases

unitarias, reducidas a +1:

2" —1

®n|x Z zk|k

donde z - k = @)= x;k; (producto escalar binario).
Aplicada al estado |¢2€m‘ma ):

1 7
entrada 93
[5) = HZ ™) = ——= 3 (~1)7 H)o) = ¢

A

3.2 Amplitud del estado |000) tras H®3

La amplitud del estado |k) = |000) = |0) (es decir, k = 0) es

1< o 1<
ap = ~ Z(_l)f(wHw- S Z(_l)f(w)
8 =0 8 =0
pues z - 0 = 0 para todo .

Analisis por tipo de funcién:

Tipo de f > (—1)f@ a  Jagl?
Constante 0 (f(z) =0) 8 x (+1) = +8 +1 1
Constante 1 (f(z) =1) 8x(-1)=-8 -1 1
Equilibrada 4x(+1)+4x(-1)=0 0 0

Regla de decisién: medir el registro de entrada.

= Si el resultado es |000) con probabilidad 1 — f es constante.

= Si el resultado es cualquier |k) # |000) — f es equilibrada.
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Caso A — Funcién constante: f(z) =0

Tabla de verdad y fases

T zomize f(x) (—1)7®  Amplitud en |¢,)
0 000 0 +1 +3v5
1 001 0 +1 +3v5
2 010 0 +1 +3v5
3 011 0 +1 +3v5
4100 0 +1 +3v5
5 101 0 +1 +3v5
6 110 0 +1 +3v5
7 111 0 +1 +3v5

Todas las amplitudes tienen el mismo signo: interferencia constructiva en [000).

Estado tras H®?

Calculamos H®3|yh{™ ™)) directamente:

®317 71,®3®3 7L, _
lihy) = H <2\/§;)|I>>_2\/§ H®H |000>_2\/§ 2v/2000) = |000)

pues H®3H®3 = [¥3 (la puerta H es su propia inversa).

|¥3) = |000)
La medicion da k& = 000 con probabilidad P = 1.

Conclusion: f es constante.

AN
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Caso B — Funcién constante: f(x) =1

Tabla de verdad y fases

T zomize f(x) (—1)7®  Amplitud en |¢,)
0 000 1 —1 —%ﬂ
1 001 1 -1 —2%@
2 010 1 -1 —Q%@
3 011 1 = —2%/5
4 100 1 -1 55
5 101 1 1l —55
6 110 1 1l —5
7 111 1 -1 NG

Todas las amplitudes tienen el mismo signo (—): el factor global —1 es una fase

global no observable.

Estado tras H®?

) = 19— 5 10} ) = —lono)

|vh3) = —[000)

La fase global —1 no es observable. La mediciéon da & = 000 con probabilidad
P=|-12=1

Conclusion: f es constante.

AN
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Caso C — Funcién equilibrada: f(z) = x, (paridad del
bit 0)

Tabla de verdad y fases

r zTerizy f(x) =120 (1)@  Amplitud
0 000 0 +1 +5v5
1 001 1 —1 _JW
2 010 0 +1 +3v3
3 011 1 —1 —os
4 100 0 +1 +3v3
5 101 1 -1 —ﬁ
6 110 0 +1 +3v5
7 111 1 —1 —ﬁ

La suma es 4(+1) +4(—1) = 0. — Equilibrada.

Calculo explicito de la Hadamard final

[y = —(J0) — 1) + |2) — [3) + [4) — |5) + [6) — |7))

2\/_

Usando la relacion H®3|z) = 2%/5 Sr_o(=1)*|k), la amplitud del estado |k) es
1 1
ap = g Z(_on (_1)36-k I Z(_l)xo(1+ko)+wlk1+x2k2

z=0 8 =0

Los tres bits son independientes. Sumando sobre cada bit z; € {0,1}:

ap = ; (Z (_1)10(1+k0)) (Z (_1)m1k1) (Z (_1)zgk2)

z1=0 xro=0

So S1 Sa

Cada factor:

S 2 si el exponente de (—1)%?18° es siempre 0
j —

0 en caso contrario
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Para Sj: necesitamos 1 + ko = 0 (mdd 2), es decir ky = 1. Para Si: necesitamos k; = 0.

Para Sy: necesitamos ky = 0.

Ve

Solo el estado |k) con ky = 1,k; = 0, ke = 0, es decir |k) =|001), tiene amplitud no

nula:

1 8
= X2x2x2=—-—=1
Q01 3 3

La medicion da k = 001 # 000 con probabilidad P = 1.

Conclusion: f es equilibrada.

Bonus: la salida |001) revela explicitamente que f depende de x.

[¢3) = |001)

~

277



Caso D — Funcién equilibrada: f(x) = 2o @© 1 & a9
(paridad total)

Tabla de verdad y fases

T zerixy f(2) =20 @2 Dy (—1)7®  Amplitud
0 000 08®0®0=0 +1 -
1 001 0p0®l=1 -1 —ﬁ
2 010 0plp0=1 -1 —ﬁ
3 011 0p1®1=0 +1 +573
4 100 1e000=1 —1 —ﬁ
5 101 160@1=0 +1 525
6 110 16160=0 +1 525
7 111 lelpl=1 -1 —ﬁ

Suma: 4(+1) + 4(—1) = 0. — Equilibrada.
Amplitud del estado |k) tras la Hadamard final

La amplitud del estado |k) es:

1 1
ap = g Z(_l)f(x)(_l)lk — é Z(_1)(IOEBxl@12)+x0k0+$1k1+12k2

El exponente se simplifica porque :E? =z, en Fy:

ool —

7
Z (_ 1)1‘0(1+k0)+7€1(1+k1)+x2(1+1€2)
=0

Cada factor de la suma factoriza igual que en el Caso C. El tinico k& con amplitud no nula es

el que cumple 1 +k; =0 (mdd 2) para j =0,1,2, es decir kg =k =k, =1 =k = 111

1
a111:§><2><2><2:1, ak:OVk%’?

|¢5) = [111)
La medicion da k = 111 # 000 con probabilidad P = 1.
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Conclusion: f es equilibrada.

Bonus: la salida [111) indica que f depende igualmente de los tres bits zg, x1, 2.
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Tabla de interferencia cuantica: resumen de los cuatro

Casos

-

~N

La razén profunda del algoritmo es la interferencia cuantica: la segunda capa
H®3 canaliza toda la amplitud hacia un tnico estado. La siguiente tabla muestra
las amplitudes de los estados |k) para cada tipo de f, evidenciando la interferencia

constructiva (amplitud # 0) y la destructiva (amplitud = 0).

Estado |[k) Const. f=0 Const. f=1 Equil. o Equil. 2o ® 21 & 2

|000) +1 -1 0 0
|001) 0 0 +1 0
|010) 0 0 0 0
|011) 0 0 0 0
|100) 0 0 0 0
|101) 0 0 0 0
|110) 0 0 0 0
|111) 0 0 0 +1
Medicién |000) |000) |001) |111)
Resultado Constante Equilibrada

Regla universal: medir el registro de 3 qubits.
Resultado = [000) <= f es constante Resultado # |000) <= f es equilibrada

Ademas, la salida concreta |k) con k # 0 codifica cudles bits de entrada influyen en

f:el bit 7 influye si y solo si k; = 1.
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Verificacién algebraica completa

Demostracion general

Vs

Para cualquier f booleana de n bits, la amplitud de [000...0) tras el algoritmo es:

1 2" —1

Qg = —

~ (_1)f(w)
2 =0

Tipo de f > (=)@ |ap)?

Constante 0 4-on 1
Constante 1 —" 1
Equilibrada 0 0

Por tanto: |ag|?> = 1 < f constante; |ap|? = 0 < f equilibrada. Con n = 3 y una sola

consulta al ordculo.
J

Verificacién explicita para n = 3, Caso C (f = zy)

En el Caso C:

a0 = 5 (-1 = L[(FD(-DEDDE)DED D] = g =0 v
o = § R =g =g =g

La funcién (—1)** = 1 siempre (independientemente de z), lo que produce interferencia

completamente constructiva en |001).
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Resumen del flujo completo
Paso Operaciéon Qubits activos Estado
0  Inicializar 4 |000)|1)
1 H®oH 1 2\1/5%2’@'_)
2 Oraculo Uy 4

3 H® @1

4 Medir entrada

3 (entrada)

5 ) )
zk:akW

|000) = constante
|k # 000) = equilibrada

1 consulta al oraculo = respuesta exacta

Complejidad cuantica O(1) frente a O(2" ! + 1) clasica.
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Algoritmo de Shor




En este capitulo se presentan tres variantes del algoritmo de Shor aplicadas a la factorizacion
de N = 15, con distintos registros de conteo y distintas bases a. Cada variante se resuelve
de forma completa: estado inicial, exponenciacién modular paso a paso, QFT inversa y

lectura de la fracciéon continua para obtener el periodo.

Shor con 3 qubits (N =15, a =4)

Parametros

N =15 (factorizar)

a =4 (ver razonamiento abajo)

Conteo: n. = 2 qubits — 2% = 4 estados (|0), [1), [2), |3))
Auxiliar: n, = 1 qubit — 2 valores

Total: 3 qubits — 2° = 8 dimensiones

. Por qué elegimos a = 47 — Razonamiento paso a paso

-~

Regla de Shor: elegir un a aleatorio con 1 < a < N y ged(a, N) = 1. Los candidatos
para N = 15 son a € {2,4,7,8,11,13,14}.

Pero nosotros tenemos una restriccion extra: solo disponemos de 1 qubit auxiliar, que
puede almacenar 2 valores (]0) y |1)). Por tanto, necesitamos que f(x) = a® méd 15

produzca exactamente 2 valores distintos.

A J

Probemos los candidatos y contemos cuantos valores distintos produce cada uno:

a f(r)=a*méd 15  Valores Periodo » ;Cabe en 1 qubit?

2 1,2,4,8,1,... {1,2,4,8} 4 No (4 valores)
4 1,4,1,4,... {1,4} 2 Si (2 valores)
7 1,7,4,13, ... {1,7,4,13} 4 No (4 valores)
8 1,8,4,2,... {1,8,4,2} 4 No (4 valores)
11 1,11,1,11,... (1,11} 9 Si (2 valores)
13 1,13,4,7,... {1,13,4,7} 4 No (4 valores)
14 1,14,1,14, ... {1,14} 2 Si (2 valores)
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Solo a € {4, 11,14} producen 2 valores y caben en 1 qubit. Los tres dan periodo r = 2
y factorizan 15 = 3 x 5.

Elegimos a = 4 porque da los cdlculos més sencillos (4% = 16 = 15 + 1).

PASO 1 — Verificar ged(4,15) =1

JPor qué este paso? Si ged(a, N) # 1, ya tenemos un factor directamente: ged(a, N)
divide a N. No necesitariamos el circuito cuantico. Verificamos que no tenemos “esa

suerte”.

Algoritmo de Euclides:
15=3x4+3 — 4=1x3+1 — 3=3x1+0

ged(4,15) =1. v (Son coprimos: 4 = 22 y 15 = 3 x 5, no comparten factores.)

PASO 2 — Calcular f(x) = 4" méd 15 y su periodo

i Qué buscamos? El periodo r: el menor entero positivo tal que a” méd N = 1.

Foérmula del moédulo:

a®*moéd N = a* — {JXN

donde | | es la parte entera (quitar los decimales, redondear hacia abajo).

A J

Calculo detallado de cada f(x) = 4" méd 15

x=0: f(0)=4"mdd 15

40 1
f(0)=4°—L5J ><15=1—L5J x15=1—0,066] x15=1-0x15=1-0=[1]

x=1: f(1)=4"mdd 15

1

4 4
f(1):41—{15J ><15:4—L5J x15=4—10,266] x 15 =4—0x 15 =4 —0 = [4]

Atajo: cuando a* < N, |[a®”/N] =0, y el resultado es a* directamente.

=2 f(2)=42méd 15

286



42 1
£(2) = 42— LJ x15 = 16— LgJ x15 = 16— [1,066 x 15 = 16—1x 15 = 16—15 —
iVuelve a dar 1, igual que f(0)!
x=3: f(3)=4*mod 15

43

@)= #- |5

4
J x15 = 64— &J x 15 = 64— |4,266| x 15 = 64—4x 15 = 64—60 =
ilgual que f(1)! Se repite.

Tabla resumen y patréon

Ve

x a® =47 {%J 4% — {%J x 15 f(x)
0 1 0,066) =0  1-0x15=1 1
1 4 0266] =0  4-0x15=4 4
2 16 1,066] =1 16-1x15=1 1
3 64 4,266] =4  64—4x15=4 4

4 256 |17,066] =17 256—17x15=1 1

5 1024  |68,266] =68 1024 —68 x 15=4 4

El patrén es claro:

4= 1 sixespar
F(z) = 4° m6d 15 = 4% — {—J x 15 =
15 4 six esimpar

Periodo r = 2: la secuencia {1,4,1,4, ...} se repite cada 2 valores.

|\
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JPor qué aparece este patrén?

s N

Hay una razén algebraica sencilla: 42 = 16 = 15 + 1, es decir:
42=1 (mod 15)

Esto significa que 42 deja resto 1 al dividir por 15. A partir de ahi:
n 2=42x4=1x4=4 (mbd 15)
n 4P =42 x42=1x1=1 (mdd 15)
= ...y asi sucesivamente, alternando 1 y 4.

La clave es que 42 — 1 = 15 = N, asf que N divide a 42 — 1 exactamente. Esto es lo

que hace que el periodo sea r = 2.

A\ J

Codificacién en 1 qubit auxiliar

4 N\

f(z) solo toma 2 valores distintos (1 y 4). Un registro auxiliar puede almacenar 2

valores (|0) y [1)). Por tanto, podemos codificar:

f(z) =1 +—  auxiliar en un estado

f(z) =4 <+— auxiliar en el otro estado

Lo importante no es qué numero guarda el auxiliar, sino que distinga los dos

grupos. Asi el entrelazamiento y la medicién funcionan.

r 4% f(xr) =4"mdéd 15 aux antes aux después

0 1 1 1) |1) (no cambia, f =1)
1 4 4 1) |0) (se invierte, f = 4)
2 16 1 1) |1) (no cambia, f =1)
3 64 4 1) |0) (se invierte, f = 4)
Resultado: aux= |1) marca f(x) = 4" mdéd 15 = 1; aux= |0) marca f(z) =
\ 4* méd 15 = 4. J
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Esquema del circuito

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Medir
ﬁ e M) e N
’0> @ QFT—l o (2q)
conteo 4|
|0) H Uy 2 qubits
J - @ @@
4% méd 15
’0) X ] auxiliar (1q)

[0) = 1)

Flujo de dimensiones (todo consistente):

®2 U : QFT;}
o) > 80y T ) D [a) TS ) — |g)
8 comp. 8 comp. 8 comp. 8 comp. 4 comp. 4 comp.

Mapa de posiciones del vector de 8 componentes

Cada posicion del vector de 8 componentes corresponde a un estado |z)|y) con

z € {0,1,2,3} (conteo) e y € {0,1} (auxiliar). La posicién es 2z + y:

pos conteo aux Dirac | pos conteo aux Dirac
0 10y o) [0)[0) | 4 [2) [0} [2)[0)
Loy ) o 5 [2) 1) [2)[1)
2 (1) o) mIoy | 6 3 [0) [3)]0)
3D ) Wy B (1) 3

Regla clave: posiciones pares — aux = |0); posiciones impares — aux = |1).
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PASO 3 — Estado inicial y puerta X (8 comp.)

o) = [00}[0) = (L. 0,0, 0, 0,0, 0, 0)7

pos 0

Puerta X: Uy necesita que el auxiliar empiece en [1), no en |0).
LPor qué? Porque Uy invierte el auxiliar cuando 4 méd 15 cambia de valor. Si
empieza en |0):
4% méd 15 = 1: no invierte — [0). 4! méd 15 = 4: invierte — |1).
Si empieza en |1) (con X):
4% méd 15 = 1: no invierte — |1). 4! méd 15 = 4: invierte — |0).

La X asegura que aux = |1) corresponda a f =1y aux= |0) a f = 4.

01 1
X0y = ={]=m
10

A _ T
|77Z)0> - |00>|1> - (0’ \];_/a 07 07 07 07 07 0)

pos 1

PASO 4 — Hadamard H** ® [ (8 comp.)

El operador sobre los 3 qubits es H®? ® I: Hadamard en los 2 qubits de conteo,

identidad en el auxiliar.

La puerta H para 1 qubit y H®? para 2 qubits:

—_ =
—_
—_

e g et
|
—_
—_
|
—_

-1 -1 1

H®? transforma [00) — 1(|0) + |1) + |2) + |3)). El auxiliar sigue en |1).

Las amplitudes no nulas estan en las posiciones impares (aux= [1)):

12 1
- )==0, 1.0, 1.0 1.0 1)
|¢1> 2 2_%|ZE>| > 2( P , Uy s Yy )
r= |0y[1) |1)]1) 12)]1) 13)[1)
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[ Verificacion: 4 x [1/22 =4 x1/4=1.
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PASO 5 — Uy: exponenciaciéon modular (8 comp.)

5.1 Foérmula general de Uy en el algoritmo de Shor

( N\

En el algoritmo de Shor, Uy es un operador unitario que codifica la funcién f(z) =

a®” mod N en el registro auxiliar, creando entrelazamiento entre conteo y auxiliar:

Uf: ‘x>conteo‘y>aux — |x>conteoly/>aux

donde 3’ depende de f(z). Lo esencial es que:
» |z) no cambia (el conteo se preserva siempre)
» El auxiliar |y) cambia segiin el valor de f(z) = 4* méd 15
» Si dos valores de z dan el mismo f(x), el auxiliar queda en el mismo estado
para ambos

» Sidan f(x) diferente, el auxiliar queda en estados diferentes

Esto es lo que crea el entrelazamiento necesario para que la medicién separe los grupos.

A\

5.2 Tabla de f(z) = 4" mdd 15 y accién sobre el auxiliar

Regla de Uy: para cada x, calculamos f(x) = 4* méd 15. El auxiliar se transforma
segun:

» Si f(z) =1 (igual que f(0)): el auxiliar no cambia

» Si f(z) =4 (distinto de f(0)): el auxiliar se invierte (|0) <> |1))

Asi, el estado del auxiliar distingue los dos valores de f(x).

. J

Veamos la accién de Uy sobre cada término. Recordar que el auxiliar entra en |1) (gracias

a la puerta X):

x 4® 47 méd 15 f(z) Auxiliar Resultado

0 4°=1 1m6d15=1 1 no cambia: [1) — |1) 0)|1)
1 4'=4 4méd15=4 4  seinvierte: [1) — |0) 11)|0)
2 4*=16 16m6d15=1 1 no cambia: [1) — |1) 12)[1)

3 43=64 64méd15=4 4  seinvierte: |1) — |0) 13)]0)

Leer la tabla: cuando 4” mdd 15 = 1, el auxiliar se queda en |1). Cuando 4* mdd 15 =

4, el auxiliar pasa a |0). Asi, el valor de el auxiliar marca cudl es f(z).
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5.3 Tabla completa: las 8 posiciones antes y después de Uy

Ahora mostramos todas las 8 posiciones del vector (no solo las que estén en |¢4)):

pos Entrada = 4*mébd 15 Accién aux Salida pos’
0 |0}j0) 0 1 (no cambiar) |0) — [0) |0)|0) O
1 |0)|1) 0 1 (nocambiar) [1) — [1)  |0)|1) 1
2 |1)[0) 1 4 (invertir) 0) = 1) [1)]1) 3
3 1)(1) 1 4 (invertir) 1) = |0) |1)]0) 2
4 |2)|0) 2 1 (no cambiar) |0) — [0)  |2)]|0) 4
5 12)|]1) 2 1 (no cambiar) [1) —[1) [2)|]1) 5
6 I3)J0) 3 4 (invertir) 0) — 1)  [3)|1) 7
7 13)[1) 3 4 (invertir) 1) = |0) [3)]0) 6

Patrén: cuando 4 méd 15 = 1 (filas 0-1, 4-5), las posiciones no cambian.
Cuando 4* méd 15 = 4 (filas 2-3, 6-7), las posiciones se intercambian: 2 <> 3 y
6 7.

5.4 La matriz Uy explicita (8 x 8)

De la tabla anterior, U; es una matriz de permutacion:

1 000000O0O + 4°m6d15 = 1: no cambia
01000000 + 4°m6d15 = 1: no cambia
00010000 — 4'méd 15 = 4: swap 24+ 3
U — 001 0O0O0O0TGO — 4'mbd 15 = 4: swap 23
0000T1O0O00 + 42méd 15 = 1: no cambia
000007100 + 42méd 15 = 1: no cambia
000 0O0O0OTO 01 — 43mbd 15 = 4: swap 67
0000O0O0OT1O0 +— 43mbd 15 = 4: swap 67

5.5 Multiplicacién Uy - |¢);)

Recordar: [¢7) = £(0,1,0,1,0,1,0,1)".
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Pos 4*mo6d15 Toma de pos Resultado Significado

0 — pos 0: 0 0
1 f(0)=1 pos 1: 1 : |0)|1) se queda
2 f)=4 pesxi L DIy Do)
3 f(1)=4 pos 2: 0 0
4 — pos 4: 0 0
5 f(2)=1 pos 5: 3 : 12)|1) se queda
6 f(3)=4 pos 7: 3 2 13)|1) — |3}]0)
7 f(3)=14 pos 6: 0 0
1 T
g2 =500, 1, 1,00, 1, 1,0)
[0)[1) [1)[0) 12)I1) 13)10)

En notacién de Dirac:

4a) = 5 [10)11) + [13[0) + 2)11) +13)[0)]

Agrupando por el valor de f(z) = 4% méd 15:
1
= 5[(|0> +12)) [1) + (1) +13)) [0)]
47 méd 15=1 4= m6d 15=4

En cada grupo, la separacion es r = 2. v
Verificacién: 4 x [1/2]2 =1. V
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PASO 6 — Medir auxiliar: proyecciéon de 8 a 4 compo-

nentes

( N\

Medir el auxiliar = proyectar y reducir dimension.
1. Elegir las posiciones compatibles con el resultado
2. Extraer sus amplitudes — nuevo vector con la mitad de componentes

3. Renormalizar

medir 1 qubit
8 comp. — 4 comp.
—— ———
3 qubits 2 qubits conteo
. J

Supongamos que medimos aux = |1).

Extraer posiciones impares (aux= |1)) de el vector |¢y):

Pos (8) Estado Amplitud jAux=|1)? Pos (4)

0 10Y]0) 0 No -
1 10)|1) 1/2 Si — pos 0 (]0))
2 11)]0) 1/2 No —
3 11)|1) 0 Si — pos 1 ([1))
4 12)]0) 0 No —
5 12)|1) 1/2 Si — pos 2 (]2))
6 [3)]0) 1/2 No -
7 13)|1) 0 Si — pos 3 (]3))

Amplitudes extraidas: (1/2, 0, 1/2, 0). Renormalizar:

|1/22 4+ |1/2> = 1/4 + 1/4 = 1/2 # 1. Dividir por /1/2 = 1//2:
12 _ v3_ 1

vz 2 V2

1 1

) = (10 +12)) = -

S = O =

4 comp.

Verificacion: [1/v2]2 +[1/v2]2=1/2+1/2=1. V
Si midiéramos aux = |0): extraer posiciones pares — (0,1/2,0,1/2) — |i)3) =
L (1) +[3).
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[ En ambos casos, separacion = r = 2.
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PASO 7 — QFT! de 2 qubits (4 comp.)

7.1 Foérmula general de la QFT

Vs

.Qué hace la QFT? Transforma un estado base |j) en una superposicién de todos

los estados, con fases que dependen de j:

1 N—-1 )
QFT|j) = N > W k)
k=0

2mi/N

donde N = 2" (nimero de estados) y w = e es la raiz N-ésima de la unidad.

{Qué significa w? Es un nimero complejo de médulo 1 que “gira” en el plano

k

complejo. Cada potencia w” es un punto en el circulo unitario, separado un angulo

27 /N de el anterior. Después de N pasos, vuelve al inicio: w? = 1.

La QFT inversa (la que usamos en Shor) cambia el signo de el exponente:

QFT'lj) = - 3" Wt k)
VN &

—2mi/N (

Esto equivale a usar w* = e el conjugado complejo: cambiar i por —i).

Como matriz, el elemento en la fila k y columna j es:
1

(QFT_1>k i JN wt

=

QFT vs Hadamard — no confundir:

La puerta Hadamard H®" usa (—1)Y* (producto interior binario, solo 41).

La QFT usa w’* (fases complejas, giran continuamente en el circulo unitario).

Son transformadas diferentes. La QFT es mas rica porque sus fases pueden tomar
valores como i, —i, (14 1)/v/2, etc., no solo £1.

7.2 Aplicar la férmula a nuestro caso: N =4

Con n = 2 qubits: N = 22 = 4 estados, w = e>™/* = ¢'7/2,

Calcular w con la férmula de Euler ¢ = cos# + i sin 6:

w = €™? = cos(90F) + isin(90F) = 0 +i-1 =i

Es decir: w =i (la unidad imaginaria). Las potencias de i ciclan cada 4:
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Potencia Angulo Valor Explicacién

Wl =0 0r 1 punto de partida

w!l =4l 901 1 giro de 901

w? =2 180F —1  medio giro

w3 =13 270F —i  tres cuartos de giro

wt=14 3607 1 vuelta completa = w°
Para la QFT !, usamos w* = —i y sus potencias:

7.3 Construir la matriz elemento a elemento

La férmula de el elemento (k, j) es:

1 , 1 N
-1 —jk (—jk) méd 4
(QFT?),, = o =5

Férmula de el exponente:

-

(—jxk)méd 4 = (—j x k) — ij kJ x 4

Es la misma férmula que para a® méd N, pero con a® reemplazado por (—j X k) y N

por 4.

A

Fila £ =0

Fila k=0: [0, 0, 0, 0]  Légica: —j x 0 = 0 siempre. Toda la fila es w’=1.
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Fila k=1

j=0: (-0x1)méd4=0-|
j=1: (~1x1)méd4=—1 x4=—1—|-025xd=—1—(-1)xd=-1+4=3

j=2: (=2x1)méd4=—2

I
| e
.

4
Z|x4=-2-|-05]x4=-2—(-)x4=—-2+4=2
j=3: (-3x1)médd=-3—|E|x4=-3-|-075|x4=-3—(-1)x4=-3+4=1

Fila k=1: [0, 3, 2, 1]  Cuenta atrds: el signo negativo invierte el orden.

Fila k = 2
j=0: (-0x2)méd4=0-|3|x4=0-0=0
j=1: (-1x2)médd=-2—|F|x4==-2—(-1)x4=-2+4=2
i=2: (-2x2)médd=—4—|F|x4=-4—|-1]x4=—4—(-1)x4=-4+4=0
j=3: (-3x2)médd=—6—|F|x4=—6—|-15x4=—6-(-2)x4=—6+8=2

Fila k=2: [0, 2, 0, 2] Alterna 0y 2, porque 2 x 2 =4 =0 (méd 4).
Fila k=3
j=0: (-0x3)méd4=0- |3

j=1: (=1x3)méd4=—3

j=2: (—2x3)mobd 4= —6—

|
| e
|

j=3: (=3x3)méd4=—9

Fila k=3: [0, 1, 2, 3] Cuenta adelante, porque —3 = +1 (méd 4).
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Tabla completa de exponentes y patrones

E\j|0 1 2 3 Patrén
0 |0 0 0 0 todo cero
1 [0 3 2 1 cuenta atras
2 [0 2 0 2 alterna0, 2
3 |0 1 2 3 cuenta adelante

Patrones:

» Columna j=0: siempre 0 (porque 0 x k = 0)

Fila £=0: siempre 0 (porque j x 0 = 0)

Fila £=1: 0, 3,2,1 (cuenta atras, por el signo negativo)
Fila £=3: 0,1,2,3 (cuenta adelante, porque —3 = +1)
Fila £k=2: 0,2,0,2 (salta de 2 en 2)

Sustituir cada exponente por w"
Tabla de sustitucién (con w = ¢ para la QFT™!):

0w =i""=1 1owl=it=i 2 5 wr=i’=-1 3 wi==—i

Aplicar a la tabla de exponentes:

J=0 g=1 5=2 5=3 j=0 j=1 j=2 j=3
k=0 0 0 0 0 k=0l 1 1 1 1
k=1 0 3 2 1 Sty k=1| 1 - -1
k=2 0 2 0 2 k=2 1 -1 1 -1
k=3| 0 1 2 3 k=3| 1 i —1 —1

Ejemplo completo de un elemento: posiciéon (k=1, j=1):

‘ 1
(<) méd 4= —1-|Fpd=—1-(-1pd = —144=3 = w'=—i - 5 X (i) = —i/2

Verificar en la tabla: posicién (1,1) = —i. v

Otro ejemplo: posiciéon (k=2, j=3):

(—3x2) méd 4 = —6—| £ |xd = —6—(—2pd = =648 =2 — w’=-1 — Sx(-1)=-1/2



Verificar en la tabla: posicién (2,3) = —1. Vv

r

Matriz QFT~! de 4 x 4 completa:

¥ e @ @ 1 1 1 1

QFT_I—E W W Ww? Wt R R T
! WO w? W | 2|1 -1 1 -1

W W w? WP 1 ¢+ -1 —2

Observar:
» Fila 0: toda vale 1 (porque w® = 1 siempre)

» Columna 0: toda vale 1 (porque —j x 0 = 0 siempre)

2

» Fila 2: alterna 1,—1,1, —1 (porque w? = —1 y w°® = 1 se alternan)

(&

7.4 Multiplicacion QFT ! - |¢3)

(

Recordar: |¢3) = (1 0,1,0)T solo tiene componentes en j = 0y j = 2. Por tanto,
cada fila de la multlphcamon se reduce a sumar solo 2 términos: los de las columnas
0y 2.

(resultado);, = 7{(QFT Yro-1 + (QFT—l)kQ.l}
col 0 col 2
colg=1(1, 1,1, )T
coly = (1, -1, 1, —1)7
colg + colp = 1(1+1, 1+(=1), 141, 1+(-1))T = 1(2, 0, 2, 0)"

s k par: 1+ 1= 2 — interferencia constructiva

» k impar: 1+ (—1) = 0 — interferencia destructiva

Multiplicar por 1/v/2 (de |13)): 5 - 5(2,0,2,0)" = 55(1,0,1,0)7

r

b} = (10) + 12))

EIH

Sl
DO
o — o —
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k Amplitud Probabilidad
0 1/V2 50 %

1 0 0%

2 1/V2 50 %

3 0 0%

Picos en multiplos de N/r =4/2=2.

\
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PASO 8 — Medicién cuantica y sus resultados

8.1 ;Por qué hacemos la parte cuantica?

El problema clasico: para encontrar el periodo r de f(z) = a® mdéd N cldsicamente,
hay que calcular f(0), f(1), f(2),... uno por uno hasta que se repita. Para nimeros
grandes (cientos de digitos), esto tarda més que la edad del universo.

La ventaja cuantica: el circuito evalia f(z) para todos los z simultdneamente
(superposicién), y la QFT~! extrae el periodo usando interferencia: las amplitudes
se refuerzan en los multiplos de N/r y se cancelan en el resto. Una sola medicion da
informacion sobre 7.

Resumen del flujo cuantico:

100)]0) = [00)|1) LN superposicién Y7, entrelazamiento el 2w [1)s) A [1hs) wledir, 1

.

8.2 Regla de Born: de amplitudes a probabilidades

Regla de Born: la probabilidad de medir el estado |k) es el médulo al cuadrado

de su amplitud:

P(k) = |

donde ay, es la amplitud (nimero complejo) de el estado |k) en |t)4).

Para ntimeros reales: |ag|> = a2. Para complejos: |a + bi|* = a® + V°.

8.3 Nuestro estado [¢,) y sus probabilidades

El estado tras la QFT~! es:

1

) = —=(10) +12)) =

5l-
DO
O = O =

Aplicando la regla de Born a cada componente:
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ko ag v |2 P(k) Resultado
2

1 1 1

0 — [—=]) == 50% <« posible
V2 (ﬁ) 2 >0 P

1 0 02=0 0% imposible
1 1) 1

3 0 02=0 0% imposible

Verificacién: P(0) + P(1) + P(2)+ P(3)=1/2+0+1/240=1. V

(.

8.4 jPor qué solo k =0y k =27 — El papel de la interferencia

-

No es casualidad. Los picos aparecen en miltiplos de N/r:

4
E=0, = 2% =0, 2. 2.2 ...=0,2 4, ...
r r 2
Como k solo puede ser 0, 1,2,3 (tenemos 2 qubits), los picos son k € {0, 2}.
Por qué? La QFT~! produce interferencia:
» k= 0: columna 0 vale +1 y columna 2 vale +1 — 1+ 1 = 2 (se refuerzan)
» k= 1: columna 0 vale +1 y columna 2 vale —1 — 1+ (—1) = 0 (se cancelan)
» k= 2: columna 0 vale +1 y columna 2 vale +1 — 1+ 1 = 2 (se refuerzan)
» k= 3: columna 0 vale +1 y columna 2 vale =1 — 1+ (—1) = 0 (se cancelan)

La periodicidad r = 2 en el estado [¢3) se traduce en picos cada N/r = 2 en la

frecuencia.

.

8.5 Extraer el periodo r de el resultado k&

-

Relacién teodrica: el resultado de la medicion k se relaciona con el periodo r por:

k

s .
N ~ - donde s es un entero y r es el periodo buscado
,

Se usa el algoritmo de fracciones continuas para encontrar la fraccién s/r més

simple que aproxima k/N.

.

Caso k£ =0:

0 . . .,
1= 0 — trivial, no da informacién sobre r

k_
<=
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Caso k£ = 2:

Verificar: 4" méd 15 = 4> méd 15 =16 — [16/15| x 15=16—-15=1.

Resultado de la parte cuantica:
Probabilidad de éxito: P(k=2) = 50 %. Si sale k=0 (50 %), repetir el circuito. En

promedio, 2 ejecuciones bastan para obtener r.
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PASO 9 — Factorizacion clasica con r = 2

-

Por qué funciona? El periodo r cumple " =1 (méd N), es decir:
a"—1=0 (méd N) = N dividea (a" —1)
Si r es par, podemos factorizar a” — 1:

a"—1=(a"?=1)x(a"?+1)

factor A factor B

N divide al producto, pero (en general) no divide a ninguno de los dos individualmente.

Los factores primos de N se reparten entre A y B, y el gcd los extrae:

p=ged(a”® -1, N) q=ged(@”? +1, N)

Verificar condiciones

Condicién 1: r debe ser par.

r=2 — par V
Condicién 2: a”/? méd N # N — 1 (si no, ambos factores serian triviales).
&> méd N = 4' méd 15 — 4 — {145J><15:4—0:4 A£14=N-1 v

Calcular los factores
Factor p: gcd(a™? — 1, N) = ged (4! — 1, 15) = ged(3, 15)

Euclides con la férmula a méd b = a — |a/b] x b:

15

15méd3:15—L3Jx3:15—5x3:15—15:0 — resto=0 — gcd:

Factor ¢: ged(a’/? + 1, N) = ged(4' + 1, 15) = ged(5, 15)

15
15méd5:15—L5Jx5:15—3x5:15—15:0 — resto=0 — gcd:
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Verificacion algebraica

r

Comprobar: px¢g=3x5=15=N. V

Comprobar la teorfa: a"—1 = 4°—1 = 15 = (a’/>—1)(a’/?>4+1) = (4—1)(4+1) = 3x5.
v

N divide a " — 1: 15 divide a 15. v

|

s

15=3X5
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Resumen de todo el flujo

Paso Operacién Dim. Vector
0 Inicializar |00)|0) 8 (1,0,0,0,0,0,0,0)
1 X en auxiliar 8 (0,1,0,0,0,0,0,0)
2 H®®I 8 £(0,1,0,1,0,1,0,1)
3 U (4*méd15) 8  1(0,1,1,0,0,1,1,0)
4 Medir aux = |1) 4 %(1, 0,1,0)
5  QFT.L 4 %(1, 0,1,0)
6  Medir — k € {0,2} r=2
7 GCD clasico 15=3x5

3 qubits.

A

{Por qué funciona con a = 4 pero no con a =7 en 3 qubits?
Cona=T7: f(x) € {1,7,4, 13} necesita 4 qubits auxiliares (128 dim). Imposible con

Con a = 4: f(x) € {1,4} necesita solo 1 qubit auxiliar (8 dim). Todo cabe en 3 qubits.
Ambos factorizan 15 =3 x 5, pero a = 4 da r = 2 (més simple) y a = 7 da r = 4.

J

Shor: 3 qubits de conteo + 2 auxiliares (N = 15, a = 2)

Parametros

N =15 (factorizar)

a =2 (ver razonamiento abajo)
Conteo: n, = 3 qubits — 2* = 8 estados (|0),...,|7))
Auxiliar: n, = 2 qubits — 2% = 4 estados (|0),...,]3))

Total: 5 qubits — 2° = 32 dimensiones
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A

N

{Por qué necesitamos 2 qubits auxiliares? La elecciéon de a = 2 produce una
funcion modular con 4 valores distintos: f(z) € {1, 2,4, 8}. Para distinguir 4 valores
distintos en el registro auxiliar necesitamos al menos [log, 4] = 2 qubits. Si tuviéramos
solo 1 qubit auxiliar (como en el captulo anterior con a = 4), no habria suficientes

estados para representar los 4 posibles resultados.

., Por qué elegimos a = 27 — Razonamiento paso a paso

-

A

~

La funcién f(x) = a® m6d N necesita producir exactamente 4 valores distintos para
que puedan codificarse en 2 qubits auxiliares. Buscamos un a coprimo con N = 15
cuyo periodo sea r = 4.

Recordamos que 2* = 16 = 15 + 1, es decir 2* = 1 (md6d 15). Por tanto el periodo es

exactamente r = 4.

Probemos los candidatos y revisemos cuantos valores distintos produce cada uno:

a f(z) =a” mbéd 15 (ciclo) Valores distintos Periodo r Qubits aux

2 1,2,4,8,1,... {1,2,4,8} 4 2 qubits (4 valores)
4 1,4,1,4,. .. (1,4} 9 1 qubit
7 1,7,4,13,1,... {1,7,4,13} 4 2 qubits (4 valores)
8 1,8,4,2,1,... {1,8,4,2} 4 2 qubits (4 valores)
11 1,11,1,11, ... (1,11} 9 1 qubit
13 1,13,4,7,1,... {1,13,4,7} 4 2 qubits (4 valores)
14 1,14,1,14, ... (1,14} 9 1 qubit

Los valores a € {2,7, 8,13} producen 4 valores distintos y requieren 2 qubits auxiliares.
Elegimos a = 2 porque es el valor mas pedagbgico: potencias de 2 son trivialmente
calculables (2° = 1,2! = 2,22 = 4,23 = 8) y la relacién 2* = 16 = 15 + 1 hace que el

periodo sea inmediatamente visible.
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PASO 1 — Verificar ged(2,15) = 1

i Por qué este paso? Si ged(a, N) # 1, el MCM ya da un factor directamente sin

necesitar el circuito cuantico. Verificar la coprimidad es el primer paso del algoritmo

de Shor.

Algoritmo de Euclides:

15=7Tx2+1 — 2=2x1+0

ged(2,15) =1. v (2 es primo y no divide a 15 =3 x 5.)

PASO 2 — Calcular f(x) =2" mdd 15 para x € {0,...,7}

-

.

Foérmula del médulo:

a*méd N = o — {JXN

Con 3 qubits de conteo, = puede tomar los valores 0,1,2,3,4,5,6,7. Calculamos f(x)

para cada uno.

N

Calculo detallado de f(z) = 2" méd 15

z=0:

1
f(0)=2°— {EJX15=1—L0,066J><15:1—():

2
fa)y=2"- {wJX15=2—[0,133Jx15:2—0:

Atajo: cuando a® < N, el resultado es simplemente a”.
8 = 2

4
f(2)=2"- LSJX15—4—[0,266J><15—4—0—

8

f3) =2~ {BJX15:8—[0,533J><15:8—0:

x = 4: Primeras repeticiones.

16

fla)=24— dew:m— 1,066] x15 = 16 — 1x 15 = [1]
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ilgual que f(0)! El ciclo se reinicia.

r=>5:

2
£(5) =25 — E’5J><15:32— 12,133]x 15 = 32 — 2x 15 = 32 — 30 =[2]

xr = 6:

4
£(6) = 26 — &Jxm:m— 14,266 x 15 = 64 — 4x 15 = 64 — 60 = [4]

T ="1:

12
£y =27 — h;J x 15 = 128 — |8,533] x 15 = 128 — 8x 15 — 128 — 120 = [3]

Tabla resumen y patréon

r

r 27 {—J 2% — E—;J x15  f(x)

0 1 0 1-0x15=1 1

1 2 0 2-0x15=2 2

2 4 0 4—-0x15=4 4

3 8 0 8§ —0x15=38 8

4 16 1 16 —1x15=1 1

5 32 2 32 -2x15=2 2

6 64 4 64 —4x15=4 4

7 128 8 128 —8x15=8 8

Periodo r = 4: el ciclo {1,2,4,8} se repite cada 4 valores.
Clave algebraica: 2* = 16 = 15 + 1, es decir 2* =1 (mdd 15).

(&
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Codificacion de f(z) en el registro auxiliar de 2 qubits

e N

El auxiliar de 2 qubits tiene 4 estados base: |00), |01), |10}, |11), que identificamos con

los enteros 0, 1, 2, 3. Definimos la codificacion:

f(z) « que lo producen Estado auxiliar Explicacién

1 0,4 100) = 10), Indice auxiliar y, = 0
2 1,5 01) = [1),  Indice auxiliar y, = 1
4 2,6 110) = |2), Indice auxiliar y, = 2
8 3,7 111) = |3), Indice auxiliar y, = 3

Regla general: el auxiliar empieza en [00) = |0), que ya codifica f = 1. La puerta

Uy suma (méd 4) la codificacion de f(z) al registro auxiliar. No necesitamos puerta

X previa porque el estado |0), corresponde exactamente al valor f = 1.

A J

Esquema del circuito

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Medir

-1
0) QFT

Uy 3 qubits

0) —H }—
- 2% méd 15 D ——

conteo (3q)

N

auxiliar (2q)
0) —Z)—
Medir aux 1.
( ~\
Flujo de dimensiones:
H®3Q1I Uy di QFTZ}

o) ——= 1) —= |hp) TS i) — [4hy)

~—~— ~—— —~— —— ~—~—

32 comp. 32 comp. 32 comp. 8 comp. 8 comp.

AN

Mapa de posiciones del vector de 32 componentes

( 2\

Con 3 qubits de conteo (z. € {0,...,7}) y 2 qubits auxiliares (y, € {0, 1,2,3}), la

posicion en el vector de 32 componentes es:

posicion =4 - x. + y,
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|

El factor 4 aparece porque el auxiliar ocupa las 2 posiciones menos significativas

del producto tensorial.

|

O\/\/\/\/ T~ N N T~ N N T~ N N
T | © = O - o =4 o - o = O o —=H o 0
I e e s e I e s = . .
LﬁM\/\/\/\/ N N N S e e i S~ N N
M| X X e 0w v 0| 0 © © Ok > >
S|l o4 @ »mlo A4 a »m|o A & »mfo A a4 m
S| ¥ < <[ v 1w 0w v| © © © ©| >~ >~ o~ o~
]l © ~ 0 ol o — a ;| = v © | 0 o o —
Al = = /| & a &8 a3 a(aqa® o
O\/\/\/\/ T~ N N T~ N N T~ N N
T | @ = o - S = o o = o - o = O
|l e " 4l e d 22 e 442 2 = =
.MM\/\/\/\/ e s e T~ N N T~ N N
M| e d4 4 4 4] 38 34 3 N m @Dw w9
S|l o = @ m|lo 4 a »m|o A 8 »mfo A a4 o™
S|l o o c ol 4 4 A 4|80 O @ | »m o oo o»
8 O —~ | & » < 0
Dm0123 <+ o o~ o O OO 8 X5

1 (méd 4); etc.

Regla: y, = 0 (aux=|00)) — multiples de 4; y, = 1 (aux=|01)) — pos
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PASO 3 — Estado inicial (32 comp.)

|1o) = |000).]|00), = (\1/, 0,...,0)" (vector de 32 componentes)

pos 0

No se necesita puerta X previa porque el estado auxiliar inicial |00) = |0), ya codifica el

valor f =1 en nuestra tabla.

PASO 4 — Hadamard H® ® I, (32 comp.)

El operador H®3 ® I, aplica Hadamard a los 3 qubits de conteo y deja intacto el
auxiliar. Crea una superposicién uniforme de los 8 estados de conteo, manteniendo el

auxiliar en |00).

La matriz H®3 es de 8 x &:

1 1 1 1 1 1 1 1

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1

1 1 -1 -1 1 1 -1 -1

13 _ 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
2211 1 1 1 -1 -1 -1 -1

1 -1 1 -1 -1 1 -1 1

11 -1 -1 -1 -1 1 1

1 -1 -1 1 -1 1 1 -1

Aplicada a [000) = (1,0,...,0)", toma la primera columna y produce:

1

H®?|000) = 530 1)+ 12) +13) +14) +15) +16) +[7) = 2\1/§Z_%Ix>

El auxiliar se mantiene en |00). Las posiciones no nulas son multiplos de 4 (aquellas con
Yo = 0):
1 7
|th1) = ﬁ;o |)c[00)a

Vector de 32 componentes: unicamente las posiciones {0, 4, 8,12, 16, 20, 24, 28} tienen
amplitud 2—\1/5

2
Verificacion: 8 x |15 =8 x 1 =1. v
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PASO 5 — Uy: exponenciaciéon modular (32 comp.)

5.1 Accion de Uy sobre cada término

( N\

Uy transforma cada estado |z).|0), en |z) | f(x) cod.),, y en general |z).|y)a — |2)|(y+
f(z) cod.) méd 4),. Para nuestro caso, el auxiliar entra en |0),, que ya codifica f = 1.

El efecto neto es:
Us: |2):|0)s — |x)c]enc(2” méd 15)),

donde la codificacién es: 1 - 0,2 — 1,4 — 2, 8 — 3.

A J

5.2 Tabla de acciéon de U; para los 8 términos activos

x 2% f(xr) cod(f) Posentrada Possalida Estado salida

0 1 1 0 0 0 10)[00)
1 2 2 1 4 5 11)[01)
2 4 4 2 8 10 12)[10)
3 8 8 3 12 15 13)[11)
4 16 1 0 16 16 14)(00)
5 32 2 1 20 21 15)[01)
6 64 4 2 24 26 16)[10)
7 128 8 3 28 31 17)]11)

Regla visual: la posicién de salida es 4 - z. + cod(f(z)). El registro de conteo x. no

cambia; solo varia el auxiliar.

5.3 Resultado de Uy - [¢)

El vector de 32 componentes después de Uy tiene amplitud 2%/5 en exactamente 8

posiciones:
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Pos activa Estado f(x) Grupo

0 0Y00) 1 5o =0
5 o1 2 y.=1
10 2)[10) 4y =2
15 3)[11) 8  y.=3
16 [4)]00) 1y, =0
21 5)01) 2 y.=1
26 6)[10) 4y =2
31 1) 8 g =3

En notacién de Dirac (agrupando por valor de f):

(10) +14)) [00) + (I1) +15)) [01) + (|2) +6)) [10) + (|3) + 7)) [11)
F=1 =2 F=4 f=8

o) = %

Cada grupo tiene separacién r = 4. v Verificacién: 8 x [1/(2v/2)]> =8 x 1/8 = 1.
v
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PASO 6 — Medir auxiliar: de 32 a 8 componentes

-

Medir el auxiliar (2 qubits) = proyectar sobre uno de los cuatro valores posibles
00}, 01), [10), [11).

medir 2 qubits
_—

32 comp. 8 comp.

Probabilidad de cada resultado: cada grupo tiene 2 términos de amplitud ﬁ:

2

1 1 1
(aux = y,) X N =1 %o

Los cuatro resultados son equiprobables. Cualquiera que obtengamos nos da la

misma informacién sobre 7.

.

Supongamos que medimos aux = |01) (equivale a f(z) = 2).

Proceso de proyeccion y renormalizacion:

Posiciones activas del vector de 32 componentes con y, = 1 (aux= [01)):

Pos (32) Estado Amplitud (y, =17 Pos nueva (8)

0 No —

5 |1)]01) NG Si — pos 1 (|1).)
0 No —

21 15)|01) NG Si — pos 5 (|5).)
0 No —

Amplitudes extraidas: (ﬁ) en pos 1y 5, cero el resto.

2
Suma de normas al cuadrado: 2 x (ﬁ) =2 X é = i. Factor de renormalizacion:
1

Jijz 2
1 1

Amplitud renormalizada: 2 x 55—

1 1
= —(|1)+15)) =——=(, 1,0,0,0, 1,0, 0" 8 comp.
[4h3) ﬁ(n 5)) VoL + L ) P
Verificacion: 2 x [1/v/22=1. v
Separaciéon de los términos: 5 — 1 = 4 = r. El periodo ya es visible en el vector de
conteo.

Los otros resultados posibles:
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|\

» aux= [00): |t)3) \/ii(|0) + |4)). Separaciéon: 4 —0 =4 =r.
» aux= [10): |¢5) = %(|2> +16)). Separacién: 6 —2 =4 =r.
» aux= [11): [¢)3) = \%(B} +|7)). Separaciéon: 7 —3 =4 =r.

En todos los casos la separacion es r = 4.
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PASO 7 — QFT! de 3 qubits (8 comp.)

7.1 La raiz N-ésima de la unidad para N =8

( N\

Con n = 3 qubits: N = 23 = 8 estados. La raiz N-ésima de la unidad es:

141

V2

Esta es una raiz primitiva 8-ésima de la unidad: al elevarla a la potencia 8 vuelve a

w = e2m/8 = ™/ — cos(45F) + 4 sin(45F) =

1. Sus potencias giran 451 en el plano complejo:

A J

n Angulo w"=¢™/* Forma cartesiana Nota

0 Or 1 1 punto de partida

1 45¢ e/ 1—\}%’ giro de 45¢

2 90F &’ i eje imaginario

3 135F e3im/4 % segundo cuadrante

4 180F el -1 semiciclo

5  225F @A _\1/;; tercer cuadrante

6 2701 e3im/2 — eje imaginario negativo
7 3151 e 1—\/_5" cuarto cuadrante

8  360F 1 1 vuelta completa = w®

Diferencia con el caso de 2 qubits (capitulo anterior):
En la QFT™! de 2 qubits tenfamos w = i (potencias: 1,4, —1, —i, todos en los ejes).

Aqui, con 3 qubits, w = ™4 = (1 +4)/+/2: aparecen potencias como Hy —\157?, La

matriz es mas compleja porque los dngulos son de 45¢ (no 90r).

7.2 Tabla de exponentes de la QFT™! (8 x 8)

El elemento (k,j) de la QFT~! es:

(QFT_l) - iw*jk _ Lw(fﬂc) i

ki /8 2/2
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( N\

La tabla de exponentes (—j - k) méd 8 se obtiene con la misma férmula que el médulo:

(=3B méas = (1) = | LE| s

8

E\j|0 1 2 3 4 5 6 7 Descripcion
0 /00O 0OO0OOO0 0 0 todoceros
1 10 76 54 3 2 1 cuenta atras
2 10 6 4 2 0 6 4 2 alterna pares
3105 2 7 41 6 3 saltade3den3
4 10 4040 40 4 alternaOy4
510 3 6 1 4 7 2 5 saltadebenb
6 |0 2 46 0 2 4 6 doblala fila 2
710 1 2 3 4 5 6 7 cuenta adelante

Regla de la parte entera para exponentes negativos (ejemplo, fila k = 1,
columna j = 1):

(—1><1)méd8:—1—{?Jx8:—1—(—1)x8:—1+8:7 v

AN

7.3 Las columnas de la QFT ! relevantes para |i3)

( N\

El estado |¢3) = \/ii(|1> + |5)) tiene componentes no nulas solo en j =1y j=>5. Al
multiplicar la QFT~! por este vector, solo son relevantes las columnas j =1y j = 5.
Exponentes de la columna j =1 (de la tabla): [0,7,6,5,4,3,2,1]
Exponentes de la columna j =5 (de la tabla): [0,3,6,1,4,7,2,5]
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k Exp(j=1) w* Exp(j=5) w" Suma Resultado

0 0 1 0 1 1+41=2 # 0 (constructivo)
1 7 % 3 % 0 = 0 (destructivo)
2 6 —i 6 —i  —i+(—i) =—2i # 0 (constructivo)
3 5 _\1/; 1 1—\;%’ 0 = 0 (destructivo)
4 4 -1 4 -1 —14(-1)=-2 #0 (constructivo)
5 3 _\1/'5” 7 1—\/_5’ 0 = 0 (destructivo)
6 2 i 2 i t+i=2 # 0 (constructivo)
7 1 1—\;%’ 5 _\1/; 0 = 0 (destructivo)

-~

iPor qué los k£ impares siempre se cancelan?
Cuando k es impar, los dos exponentes (—k - 1) mdéd 8 y (—k - 5) méd 8 difieren en 4

(méd 8). Como w* = —1, los dos términos son siempre opuestos en signo:
W Wt =w" 4w wt=w(14 (-1)) =0

Los k pares producen exponentes idénticos en ambas columnas (porque —k-1 = —k-5

(méd 8) cuando 4lk... en genera ambas columnas coinciden para k par gracias a que
5=1 (méd 4)).

A

7.4 Calculo explicito de cada amplitud

La amplitud en la posicién k del resultado es:

1 1 (—k) méd 8 + 1 (o (k) méd 8] _ 1 {w(fk) méd 8 4 (k) m6d 8

(QFT_1|w3>)k = ﬁ ﬁw 2\/5 1
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1 —2 —1
E=d: (14 (D)= =3

1 21 7
k=6: ~(i+i)=—=|<

4(2—1—2) 1 5

Todos los k impares tienen amplitud 0 (interferencia destructiva).

Estado final tras la QFT !

1 7 1 7 1 . o 0T
|94) = §|0> - §|2> - §|4> + §|6> = 5(170, —i,0,—1,0,4,0)

k  Amplitud |amplitud|?> Probabilidad

0 2 3 25 %
1 0 0 0%
2 = . 25 %
3 0 0 0%
4 = . 25 %
5 0 0 0%
6 i 2 25 %
7 0 0 0%

Verificacion: 4 x 1 =1. v

Picos en multiplos de N./r =8/4=2: k€ {0,2,4,6}. v

Nota importante: aunque las amplitudes tienen fases distintas (1, —i, —1,1%), los
moédulos al cuadrado son todos iguales. La fase es un niimero complejo y no

afecta a la probabilidad histérica.
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PASO 8 — Medicién cuantica y extracciéon del periodo

8.1 Regla de Born y resultados posibles

( N\

Regla de Born: P(k) = |a|?. Para ntimeros complejos: |a + bi]? = a® + b2
Ejemplos de nuestros resultados:
» k=0: ap=1/2real. P(0) = (1/2)* = 1/4.
» k=2 ap = —i/2 imaginario puro. P(2) = |—i/2]*> = (0)* + (1/2)? = 1/4.
» k=4 ay = —1/2 real negativo. P(4) = (—1/2)? = 1/4.
» k= 6: ag = i/2 imaginario puro. P(6) = |i/2]*> = 1/4.

La fase (el signo o el factor i) no influye en la probabilidad. Sélo influye el médulo.

. J

8.2 Extraer el periodo r de cada resultado &

-

Relacién tedrica:

k

=" N. = 8 (estados del registro de conteo)

S| ®»

Se usa el algoritmo de fracciones continuas para hallar s/r mas simple que k/N.,.

A

k  k/N.=k/8 Fraccion més simple r candidato Verificar 2" méd 15 =1
0 0/8=0 0=0/1 Trivial o i

2 2/8=1/4 s=1,7=4 r=4 24 =16=1 (méd 15). v

4 4/8=1/2 s=1,r=27 r=2 22=4%£1. x — doblar: r =4. v
6 6/8=3/4 s=3,r=4 r=4 F=Ld

Probabilidad de éxito en una sola medicién: P(k # 0) = 75%. En promedio se
necesitan 4/3 ~ 1,3 ejecuciones.

Detalle sobre k = 4: k/N. = 1/2 sugiere r = 2. Al verificar 2> m6d 15 = 4 # 1,
concluimos r # 2. El algoritmo de fracciones continuas también puede dar r = 4 si se

consideran fracciones con mayor denominador: 4/8 = 2/4, por lo que r = 4.
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PASO 9 — Factorizacion clasica con r =4

-

Formulas de factorizacioén:

p=ged(a? —1, N) q=ged(a”? +1, N)

JPor qué funciona? El periodo cumple 2* = 1 (méd 15), es decir 2* — 1 = 0
(mod 15).

Factorizando: 24 — 1= (22 -1)(22+1)=3x5=15= N.

N divide al producto (2/2 — 1)(2"/2 + 1), pero no a ninguno de los factores indivi-

dualmente, asi que los factores primos se reparten entre ellos.

A

Verificar condiciones
Condicion 1: r debe ser par.
r=4 — par V
Condicién 2: a”/? méd N # N — 1.
&/ méd N =22 méd 15 = 4 — H‘;wa:él—O:zl 4414=N-1 v
Calcular los factores
Factor p: ged(2'/%2 — 1, 15) = ged(22 — 1, 15) = ged(3, 15)

Algoritmo de Euclides:

135J><3:15—5><3=o —  ged =[3]

15méd 3 = 15 — {
Factor ¢: ged(27/2 + 1, 15) = ged (22 + 1, 15) = ged(5, 15)

15
15méd5:15—{5Jx5:15—3x5:0 S ged =[5]
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Verificacion algebraica

r

Comprobar: px¢g=3x5=15=N. V

Comprobar la teoria: a"—1 = 2*—1 = 15 = (a’/>—1)(a’/?>4+1) = (4—1)(4+1) = 3x5.
v

N divide a " — 1: 15 divide a 15. v

|

s

15=3X5
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Comparativa final: 3 qubits vs. 5 qubits

-

Caracteristica 3 qubits (a = 4) 5 qubits (a = 2)
Qubits conteo 2 3

Qubits auxiliar 1 2
Dimension del espacio 8 32
Periodo r 2 4
Valores de f(z) {1,4} {1,2,4,8}
Separacion entre grupos N./r =2 N./r =2
Picos de QFT™! {0,2} {0,2,4,6}
Angulo de la QFT—* w =1 (90F) w = e'™/4 (45Y)
P(éxito) por medicién 50 % 75 %

Fases de los picos {1,1} {1,—1i,—1,i}
Factores obtenidos ged(3,15), ged(5,15)  ged(3,15), ged(5, 15)
Resultado 15=3x%x5 15=3x%x5

A

r

Principio general: para factorizar N con un base a de periodo r, necesitamos:
= Qubits de conteo n.: suficientes para que 2" > N. En la practica se usa
n. = 2[log, N'| para garantia de éxito.
» Qubits auxiliares n,: suficientes para codificar los r valores distintos de f(z).
Se necesita n, = [log, r].

= Dimensién total: 271",
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Resumen del flujo de 5 qubits

Paso Operacion Dim. Descripcion del estado

0 Inicializar |000)|00) 32 (1,0,...,0)

1 H® ® I, 32 Amp. ﬁ en  pos.
{0,4,8,12, 16, 20, 24, 28}

2 U 32  Amp. 2%/5 en  pos.
{0,5,10, 15,16, 21, 26,31}

3 Medir aux= |01) 8 (1) +15))

4 QFTg 8 5(10)—i[2)—|4)+i]6))

5 Medir k € {0,2,4,6} r=4

6 GCD clasico 15=3x%x5

Shor con 5 qubits (N =15, a = 2)

Parametros

N =15 (ntmero a factorizar)

a =2 (coprimo elegido)

Conteo: n, = 3 qubits — 2° = 8 estados distintos de conteo (|0) a |7))
Auxiliar: n, = 2 qubits — 2% = 4 estados auxiliares disponibles (|0) a |3))

Total: 5 qubits — 2° = 32 dimensiones conjuntas

El calculo modular f(z) = 2" mdd 15

Vamos a analizar qué valores toma f(z) = 2% mdd 15 para los 8 valores de conteo (z €
{0...7}). A diferencia del caso de 1 qubit auxiliar (que solo podia albergar 2 valores),
aqui el auxiliar dispone de 4 estados gracias a sus 2 qubits (|00), |01), |10), |11)).
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PASOS 1 y 2 — Estado inicial y Hadamard H®3

r a®=2" 2°modd 15 f(zr) Observacion
0 1 1 méd 15 1

1 2 2 mod 15 2

2 4 4 méd 15 4

3 8 8 méd 15 8

4 16 16 —15-1 1 Serepite f(0)
5 32 32—15-2 2 Serepite f(1)
6 64 64 —15-4 4  Se repite f(2)
7 128 128—15-8 8  Se repite f(3)

El periodo visible es r = 4. La secuencia {1,2,4,8} se repite cada 4 iteraciones.
Como f(z) toma exactamente 4 valores diferentes, necesitamos que nuestro registro
auxiliar pueda representar al menos 4 estados distintos. Por eso usamos n, = 2 qubits.
Para facilitar la implementacion en las matrices, debemos **mapear™* estos 4 valores

a los estados base del auxiliar (0, 1, 2, 3). Usaremos un mapeo simplificado (por

convencion):
= f(z) =1—100), = |
» f(z)=2—|01), =1
w f(x) =4 —|10), = |2
v f(z) =8 — |11), = |3)a

-

(.

Partimos del estado [¢g) = [0), ® |0),. (El registro auxiliar empieza en [00) = |0),,
que ya esta mapeado al valor 1 en nuestro esquema, por lo que no es estrictamente
necesario aplicar la puerta X que vimos en |1) de otros casos si se formula Uy como

sumadora/permutadora directa. En caso de circuitos explicitos de Shor reales, a veces

se usa una subrutina de multiplicacién modular).

Aplicamos H®? al registro de conteo (dejamos el auxiliar en |0),):

1 7  R—
) = (Vg > |x>c> 910 = 55 3 b0,
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1
|77Z)1> \/—

Todas las componentes tienen amplitud 1/ V8 ~ 0,353, y el auxiliar global todavia no

(10)]0) + [1)]0) + 2)]0) + - - + |7)[0))

almacena informacién de la funcién.

PASO 3 — Oraculo Uy

e N

La accién de Uy es |z).|y)e — |7). |y ® map(f(x))),. Al estar y = 0, el auxiliar se

convierte directamente en el valor mapeado de f(z):

|12) = Z 1z)| f(z

A J

Reemplazando los estados segtiin el paso 2:

2) = 375 (10)10) (para £ = 1)+ [1)]1) (para f = 2)

+12)[2) (para f =4) + |3)[3) (para f =8)
+14)|0) (para f =1) 4+ [5)[1) (para f =2)

+16)2) (para f=4) + [T)3) (vara £ =8))

PASO 4 — Medicion Parcial del Auxiliar (Entrelaza-

miento)

s N

Medimos los 2 qubits auxiliares. La teoria cuantica colapsa el estado a los términos
de |1)2) que sean compatibles con la medicion. Como todos los sub-grupos tienen el
mismo ndimero de términos (dos términos cada uno, pues hay 8 estados y 4 valores:
8/4 = 2), cualquier medida tiene P = 1/4 = 25 % de probabilidad.

A J

Supongamos que medimos el auxiliar y obtenemos |2), (que correspondia a
f(z) = 4): Las componentes supervivientes en [¢)5) son |2)|2) y |6)|2). El estado colapsado

(para el registro de conteo) es:

[ths) = 7(|2> +16).)
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El vector, expresado como los 8 componentes del conteo, es:

1
=—(0,0,1,0,0 0, 1, 0)F

Notemos que la periodicidad intrinseca es 7 = 4 (hay un salto de 4 unidades de 2 a 6).

PASO 5 — Transformada de Fourier Cuantica Inversa
(QFTg%)
Férmula QFT Inversa 3 qubits (IV = 8)

La puerta QFT Inversa sobre n. = 3 qubits extrae la periodicidad del estado:

1 < :
(QFT_I) = —w ok donde w = /8

ki /8

Nuestra ecuacién colapsada solo tiene componentes no nulas para j =2y j = 6:

(|%a))r \/— Z wijk\/—wf 4( 72k+w76k)

Jj€{2,6}

—i-2m(6k)/8 —g3nk 2k

n Ve _mk :
=87 = = e "2,y también w = e *2. O mas

Podemos simplificar w e

sencillo: extraer factor comun w~2*:

2% _4k
— 1
4w (14+w™™)

Tengamos en cuenta que w4 = e~ = —1. Por lo tanto:

1+w™ =14 (-1)"

La amplitud para el estado |k) tras la QFT !

1
A — —

4w‘2k(1 + (—1)’“)

- Si k es impar, 1 + (—1)F = 0 — Interferencia destructiva (az = 0).
- Si k es par, 1 + (—1)F = 2 — Interferencia constructiva:

2 — 1 —TT
ak:iw 2k:§e k/2

Las probabilidades de medicién seran nulas si k es impar, permitiendo solo resultados
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pares.

Probabilidades Resultantes

k  Tmpar/Par oy, P(k) = |ai)* ¢Interesante?
0 Par T =1 25 % Trivial (falla)
1 Impar 0 0% —

2 Par (1) =—-3 25 % Util (s = 1)
3 Impar 0 0% —

4 Par =1 25 % Util (s = 2)
5 Impar 0 0% —

6 Par -1 =-1 25 % Util (s = 3)
7 Impar 0 0% —

PASO 6 — Extraccion Clasica de Fracciones Continuas

e N

Al medir el registro de conteo, obtenemos un valor k. El algoritmo acierta si k €

{2,4,6}. La ecuacién base:
k- k s

N, 8 r
Donde s es un entero y r el periodo buscado. Como s y r no tienen factores comunes,

se simplifica la fraccion para desvelar r.

A J

Ejemplo: Si medimos k = 2 (ocurre 25 % de las veces):

=31 —  Numerador s = 3, Denominador r=4

En ambos casos, el algoritmo extrae a la perfeccion que el periodo es r = 4. Este resultado

alimenta el proceso clasico subsiguiente.
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PASO 7 — Calculo de gcd() Final (N =15, a =2, r = 4)

Como hemos obtenido el periodo r = 4 (satisfaciendo que es par y que a™/? # —1 méd N),

podemos computar los factores de 15:
Factor 1: ged(2¥? —1,15) = gcd(22—1,15) = gcd(3,15) = 3

Factor 2: ged(2¥/2+41,15) = ged(22+41,15) = gcd(5,15) = 5

{ [(15=3x5] ]
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Algoritmo de Grover (n =2 qubits) —

Resolucion matricial completa




A

Idea central del algoritmo. Dado un espacio de busqueda de N = 2" elementos
sin estructura (base de datos no ordenada), la biisqueda clésica requiere consultar
en promedio N/2 entradas antes de encontrar el elemento marcado. Grover (1996)
demostré que un ordenador cuéntico puede localizar ese elemento en solo O(v/N)
consultas al oraculo, con una aceleraciéon cuadratica garantizada. Para N = 4 (el caso
mas sencillo con n = 2 qubits), este minimo tedrico es exactamente 1 iteracién, con
probabilidad de éxito igual a 1.

El operador de Grover G = D - U,, combina dos reflexiones geométricas en el espacio
de Hilbert: la reflexién U, respecto al hiperplano orthern al elemento marcado |w), y
la reflexién D = 2|s)(s| — I respecto al estado inicial |s). Cada iteracién rota el vector
de estado hacia |w) un dngulo 26 donde sinf = 1/v/N.

Parametros del problema

Espacio de btisqueda: N = 2" = 2 = 4 elementos, indexados |00), [01),|10), [11)

Elemento marcado: |w) = |11) (indice 3)

Numero de iteraciones 6ptimas: k = M\/ N J = r

Probabilidad tras k = 1 iteracién: P(|w)) = sin?

— ]
w
>[4
~
I
0
@,
B
[N}
A
Do |3
~
|
—_

Con N = 4 y 1 elemento marcado, una sola iteracién de Grover localiza el
elemento con probabilidad exactamente 1. Esto se demuestra matricialmente en los

pasos siguientes.

PASO 1 — Estado inicial en superposiciéon uniforme

Aplica H®? al estado |00) para preparar la superposicién uniforme de los 4 elementos

del espacio de busqueda.

Solucion detallada:
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Puerta Hadamard sobre 2 qubits:

H? =HoH =

Estado inicial:

)= H000) = | | = 5 (100) + lo) + [10) + 1))

Cada estado base tiene amplitud inicial %, luego probabilidad i.

PASO 2 — Oraculo U,: marcar el elemento buscado

Define el oraculo de fase U, que marca |w) = |[11) (voltea su signo) y inicamente ese

estado. Escribe su matriz 4 x 4 y aplicala sobre |s).

Solucion detallada:

El oraculo de fase aplica U, |z) = (—1)%«|z):

10 0 O
010 O
U, = = diag(+1,+1,+1,—1)
001 O
0 00 -1

Accion sobre |s):
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UW|3>

000 -1 1 —1

La amplitud de [11) ha cambiado de +% a —%. Las deméas permanecen inalteradas.

PASO 3 — Operador de difusién (reflexién de Grover)

Construye el operador de difusién de Grover:
D =2|s)(s| — T

Calcula explicitamente su matriz 4 x 4 y verifica que es unitaria.

Solucién detallada:

Producto exterior |s)(s|:

1 1 1 11
11 1
[s)(s] = § (1 11 1>=4
1 1 1 11
1 1 111
Operador de difusion:
1 111 1 0 00 -1 1 1 1
111 o100 {1 -1 1 1
D= 2ls)(s| —1 == - !
2 2
1 111 0010 1 1 -1 1
1111 0001 1 1 1 -1

Verificacién: D? = D - D. Como D = 2|s)(s| — I con (s|s) = 1: D? = (2|s)(s| — I)* =
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4s)(s| —4|s)(s|+ I =1=D'=D Vv

PASO 4 — Iteracion de Grover G =D - U,

Calcula el operador de Grover G = D - U,, (producto matricial 4 x 4) y aplicalo al

estado inicial |s) para obtener el estado tras 1 iteracion.

Solucién detallada:

Como U, = diag(1,1,1,—1), las columnas de G = D - U, son las columnas de D multipli-

cadas por los autovalores de U,:

-1 1 1 =1 -1 1 1 -1
(1 -1 1~ -1 1 4
1 1 -1 —(1) 1 1 -1 -1
1 1 1 —(=1) 1 1 1 1

Aplicamos G al estado inicial [s) = 2(1,1,1,1)":

-1 1 1 -1 1
1 -1 1 -1| (|1
1 1 -1 -1 1
1 1 1 1 1
Célculo fila a fila:
Fila Calculo Resultado
00) I(-1+1+1-1) 0
|01) i(1—1+1—1) 0
|10) i(l—l—l—l—l) 0
11) 1(1+1+1+1) 1
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1) = Gls) = = [11)

PASO 5 — Medicién y ventaja cuantica

Cuantifica la ventaja de Grover respecto a la busqueda clasica en una base de datos

no estructurada de N = 4 elementos.

Solucién detallada:

Busqueda clasica Algoritmo de Grover

Consultas necesarias O(N)=0(4) O(VN) = 0(2)
Consultas exactas (peor caso) 3 1
Probabilidad de éxito 100 % tras 3 100 % tras 1

) =11) = P(]11) =1

Una sola aplicacién del operador G = D - U, localiza el elemento marcado con certeza
absoluta. La vantaja cuantica de Grover es vV N: con N = 4 es un factor 2, que crece
hasta factor 10° para N = 10*2.

(. J

Grover con dos elementos marcados (M =2, N = 4):
01) y [10)

s N

Variante con multiples elementos marcados. Cuando se buscan M elementos en

un espacio de N = 2" entradas, la geometria de Grover se generaliza inmediatamente:

el estado inicial |s) vive en un plano bidimensional generado por

w) = — > |z) (superposicién uniforme de los marcados),

\% M x marcado
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1
sy = —— T superposicion uniforme de los no marcados).

x no marcado

El 4ngulo @ entre |s) y |s') cumple

| M N-M
sinf = N cosf = —N

Cada iteracion de Grover G = DU, es la composicién de dos reflexiones (la del

ordculo respecto a |s') y la del difusor respecto a |s)), lo que equivale a una rotacién

de angulo 26 en este plano. Tras k iteraciones, el dngulo acumulado respecto a |s)
es (2k + 1)0 y la probabilidad de medir un elemento marcado es

P(marcado) = sinQ[(2k i 1)9}.

A

Parametros del problema

N =2%=4 (espacio de biisqueda)
M =2 (elementos marcados: |01) y |10))

sinf =M =\2=1 — g=1=45

Rotacién por iteracion: 20 = 7 = 90°

Iteraciones éptimas tedricas: kopy = {Z\/N /M J = 1

Probabilidad inicial de marcado: sin®@ = 1/2
Representacion geométrica del problema — el angulo 6
|U)> (marcados)

objetivo

Gls) |s)

G|s) a 30 ='135° = cos0|s') + sin 0 |w)

e

|S,> (no marcados)
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Observaciéon geométrica importante. Con M = N/2 el angulo 0 = /4 es
exactamente la diagonal del plano. La rotacién de Grover 20 = /2 lleva |s) desde
0 = m/4 hasta 30 = 37 /4, que es simétrico respecto al eje |w). Por ello, sin?(7/4) =
sin?(37/4) = 1/2: la probabilidad de medir un marcado no cambia con esta
iteracién; lo tinico que cambia son los signos de las amplitudes. Este es el caso

degenerado de Grover, conocido como “saturacion a 45°7.

PASO 1 — Estado inicial |s) con superposicién uniforme

Aplica H®? a |00) para preparar la superposicién uniforme. Escribe el estado en forma

vectorial y descompédnlo en la base {|w),|s")}.

Solucion detallada:

Hadamard sobre 2 qubits:

1111

L1 N EEE
"= . H®=H®H=

1 -1 11 -1 -1

1 -1 -1 1

Aplicacién a |00) = (1,0,0,0)7: se selecciona la primera columna,

1
- L] 1
[s) = H®*100) = 5 =§(|00>+|01>+|10>+|11>).
1
1

Descomposicién en la base {|w), |s')}:

_ [01) + [10)

~100) + [11)
7 = — .

|w) 7

|s')

|s) = ;[<|oo> +[11)) + (|01) + ]10))]
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1

1 / o 1 /
/ : P _
|s) = cos@|s") + sin 6 |w), cos@-sm@-\/ﬁ, =m/4.

Probabilidad inicial de marcado: |sin 6> = 1/2 = 50 %.

PASO 2 — Oréculo U,: marca de |01) y |10)

Construye el ordculo de fase que marca simultdneamente |01) y [10). Escribe su matriz

4 x 4 y verifica que es hermitica, unitaria e involutiva (U? = I).

Solucién detallada:

Definicién algebraica:

1 ze{01,10}

U, = T=2(]01)(01] + [10)(10]) = (=1)/®|a), f(fv){
0 x€{00,11}

Construccion matricial paso a paso:

Los proyectores son:

0 000 0
1 010 0
01)(01| = (0 10 0)—
0 000 0
0 000 0
0 000 0
0 000 0
110)(10| = <00 1 0)—
1 0010
0 000 0
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Suma de proyectores:

Resultado:

|01)(01] + |10)(10| =

0000

0100

0 010

0000

Verificacion de propiedades:

» Hermitica: UJ, = U, (real y diagonal).

» Unitaria: UIU, = U2 = diag(1,1,1,1) = 1. v

» Involutiva: U1 = UL,

Aplicacién a |s):

Us|s)

DN | —

0 0 0
-1 0 0
0 -1 0
0 0 1

N | —

Las amplitudes de los marcados pasan de —i—% a —
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PASO 3 — Operador de difusion D

Construye el difusor de Grover D = 2|s)(s|— I y verifica explicitamente que es unitario

calculando D?.

Solucién detallada:

Producto exterior |s)(s|:

1 1 111
|><|_11 _11111
33—4 1111—4

1 1 111

1 1 1 11

Difusor:
1111 1 0 00
111 1 11 01 00
D=2s)s| ~ 1= -
1 111 0010
1 111 0001
-1 1 1 1
11 -1 1 1
D=—-
2
1 1 -1 1
1 1 1 -1

(. J

Verificacién D? = I (involutividad): usando la identidad D = 2|s)(s| — I con (s|s) = 1:

D? = (2|s)(s| — I)* = 4]s) Sits__)/<3| —4ls)(s| + I =4|s)(s| —4s)(s|+1=1. V

=1
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Demostracién formal: D = 2|s)(s| — [ y sus propiedades

( N\

Motivacién geométrica del difusor. En el espacio de Hilbert # = CV, una

reflexion respecto a un vector unitario |s) es la transformacién lineal que:

» deja fija la componente paralela a |s),

= jnuierte la componente ortogonal a |s).

Cualquier vector [¢)) € H admite la descomposicién ortogonal

() = (sld)ls) + ) = (sld)s) -
I1s) Ls)

La reflexion actua como

Rig [9) = +(sl)ls) = (1) = (sl¥) |s)) = 2(slap) |s) = [9)-

conserva ||

invierte L

Reescribiendo (s|i) |s) = |s)(s||¢) (operador identidad sobre [¢))):

Ry = 2|s)(s| — I = D.

Esta es la férmula del difusor de Grover: una reflexion respecto al estado uniforme

|s).

A J

Demostracién 1 — D es hermitica (D' = D).

Recordamos las propiedades del adjunto:
(A+B) =AT+B",  (aA) =a" AT, (jU)e))T = lo)(w|, I'=1
Aplicando a D:
Dt = (2]s)(s] — l)T =2(|s\(s)T =TT =2|s\(s| - =D. v
Demostracién 2 — D es unitaria (D'D = I).
Como D es hermitica, DD = D-D = D?. Calculamos D? expandiendo y usando (s|s) = 1:

D? = (2]s)(s| = D)(2ls)(s| — 1)
= 415 (sls)(s] = 2[s)(s] = 2]s){s + 1
=4s)(s| —4|s)(s|+ 1
=I1. Vv
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Combinando con la hermiticidad: D es unitaria, hermitica e involutiva (su propia

inversa, D~ = D).
Demostracion 3 — D actia como reflexion geomeétrica.

Sea |¢) = als) + Bsi), con |s.) € {|s)}* (subespacio ortogonal a |s) en H). Por
ortogonalidad: (s|s;) =0, (s|s) = 1.

Aplicamos D:

D) = (2[s)(s| = I)(a[s) + Bls1))
= 2als) (sls) +281s) (sls1) —als) = Bls.)

=1 =0
=2als) —als) = fsi)
= Fals) = Blsi).

D(als)+B|s1)) = +als) — BlsL).

Interpretaciéon geométrica: D conserva la componente paralela a |s) (factor +a)
e invierte la componente perpendicular a |s) (factor —f). Esto es exactamente la

reflexion del vector [¢) respecto al hiperplano que pasa por |s).

Demostracion 4 — Autovalores y autovectores.

De la demostracion 3 se desprende inmediatamente la descomposicion espectral de D:
» D|s) =+1-|s) (autovalor +1, autoespacio unidimensional generado por |s))
» D|s;)=—1-]s;) paratodo |s;) € {|s)}+ (autovalor —1, multiplicidad N — 1)
Descomposicion espectral del difusor:

D = (+1)[s){s] + (=D)L = |s)(s]) = 2|s)(s| = 1.

Autovalores: {41 con multiplicidad 1, —1 con multiplicidad N — 1}.
Determinante: det(D) = (+1) - (=1)¥"! = (=1)¥~1. Para N = 4: det(D) = —1,
consistente con D € U(N) pero D ¢ SU(N).

Demostraciéon 5 — Ortogonalidad del autoespacio.

El subespacio V, = span{|s)} y el subespacio V_ = {|s)}* son ortogonales en H:
Vs ) e Vo (s|sy)=0.
La descomposicion ‘H =V, & V_ es la suma directa ortogonal canoénica de el espacio
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de Hilbert en autoespacios de D. La unitariedad de D es consecuencia inmediata de tener

autovalores de médulo |[£1| = 1 con autovectores que forman una base ortonormal.

Verificacién numérica DD = I,: con la matriz explicita

Calculamos el elemento (0,0) de DD = D? (como D es real y simétrica):

1 1
2y LT/ 12 2 2 2] _ 4t 4
(D)00_4[( 12 4+1%2+1 +1}_4 4=1. v
Elemento (0, 1):
2 1 1
(D)01:1[(—1).1+1~(—1)+1-1+1-1]:Z-o:o. v

Por simetria de la matriz, todos los elementos diagonales son 1 y los no diagonales son 0,

luego D? = I,.

e N

Resumen de propiedades del difusor D = 2|s)(s| — I:

Propiedad Demostracién / Consecuencia

Hermitica (DT = D) | (|s){s])T = |s)(s|

Unitaria (D'D =1) | D?* =1 por (s|s) =1

Involutiva (D' = D) | D?* =1

Autovalores +1 modulo [§1| = 1, garantizan unitariedad
Reflexion geométrica | V, @ V_ = H, invierte signo en V_
Espacios ortogonales | (s|sy ) =0V|s ) € V_

det(D) = (—=1)N-1 determinante real, médulo 1
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PASO 4 — Iteracion de Grover G =D - U,

Calcula la matriz G = D - U,, multiplicando elemento a elemento y aplica el resultado

al estado inicial |s).

Solucion detallada:

Caélculo de G columna a columna: como U, es diagonal con diag(+1,—1, —1,41), las

columnas de G son las columnas de D multiplicadas por +1:

(-=1)-1 1-(=1) 1-(=1) 1-1
—— S—— ——— \l’?;
col 0 col 1 col 2 co
G:D'Uw:; 1-1 (=1)-(=1) 1-(=1) 1-1

1.1 1-(=1) (=1)-(=1) 1-1
1.1 1-(=1) 1-(=1) (=1)-1
-1 -1 -1 1
1 1 -1
G==
1 -1 1 1
1 -1 -1 -1

Aplicacién al estado inicial |s) = $(1,1,1,1)":

)Y )

—1 -1 -1 1 1
o1 =1 1|
Gls) = = -
|5) = 5 5
1 -1 1 1 1
1 -1 -1 -1 1

Calculo fila a fila:
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Fila Calculo Resultado

00y I(-1-1-1+1) —-1/2

01) 1(1+1-1+1) +1/2

10y 1(1-1+4+1+1) +1/2

11y i1-1-1-1) —1/2
~1
1

¥r) = Gls) = 1 = 5 (~100) + 01} + [10) — 1)),

~1

2
Verificacion de norma: 4 - ’%‘ =1. Vv

PASO 5 — Método alternativo (algebraico via {|w),|s')})

Verifica el resultado anterior usando la férmula geométrica |¢y) = cos[(2k + 1)0] |s) +
sin[(2k + 1)0] |w) para k = 1.

Solucion detallada:

Tras una iteracién (k = 1), el 4ngulo es (2- 1+ 1)0 = 30 = 37 /4:

) + =),

|t1) = cos(3m/4) |s') + sin(37/4) |w) = _\}5 7

Sustituyendo |w) y |¢):

1 jo0)+]11) 1 |o1) + [10)

Y1) = Y Y R
_ ;(|oo> |11>)+f(|01>+|10>>

= = (~100) + [01) + [10) — [11)).

l\’)\r—t

Coincide con el calculo matricial. v
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PASO 6 — Probabilidades y discusién del resultado

Calcula las probabilidades de medida en cada estado de la base computacional y

discute por qué Grover no amplifica la senal en este caso.

Solucion detallada:

Estado Amplitud lamp|? Probabilidad
100) ~1/2 1/4 25 %
01) +1/2 1/4 25 %
110) +1/2 1/4 25 %
I11) —1/2 1/4 25 %
Probabilidad total marcados (|01)+10)): 50 %
Probabilidad total no marcados (|00)+|11)): 50 %

Comparacién con el estado inicial:

Estado inicial |s) | Tras 1 iteracién G|s)
P(|00)) 1/4 1/4
P(lo1)) 1/4 1/4
P([10)) 1/4 1/4
P(|11)) 1/4 1/4
P(marcado) 50 % 50 %

Anélisis geométrico: partimos de |s) a § = 45° del eje |s). Tras la iteracién llegamos
a 30 = 135°:
sin®(45°) = sin®(135°) = 1.

La probabilidad de medir un elemento marcado es la misma. Lo inico que ha cambiado

son los signos relativos de las amplitudes:

= En [s): las cuatro amplitudes son +1.

= En G|s): los marcados |01), |10) siguen siendo +3, pero los no marcados [00),]11)

ahora son —%.
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Conclusién pedagdégica. El algoritmo de Grover ofrece la ventaja de /N/M
cuando M < N. En la frontera M = N/2 el d4ngulo 6 = 7/4 alcanza su valor maximo
y la rotacion de 260 = 7/2 deja la probabilidad de marcado invariante. Esto refleja
un limite teérico: con M = N/2 medir el estado inicial |s) ya da probabilidad 1/2 de
éxito, sin necesidad de circuito cuantico adicional.

Para que Grover supere este limite hay que reducir M/N:

M/N 0 kopt Pinicial Ptraskopt
1/2 (este caso) 45° — 0,500 0,500
1/4 30° 1 0,250 1,000

1/8 ~ 20,7 2 0,125 =~ 0,945

1/16 ~145° 3  0,0625 =~ 0,962

PASO 7 — Tabla resumen de la evolucion del estado

Etapa Operacién Estado (vector / forma compacta)

0 Inicio |00)  (1,0,0,0)T

1 H®? —|s)  £(1,1,1,1)" = cosf|s') 4 sin 6 |w)

2 U, (1,—1,—1,1)T  (signos en marcados)

N | =

3 D (difusor) 1(—1,1,1,—1)T = —cosf|s') + sin 6 |w)

N | =

4 Medicién cada estado al 25 %, marcado al 50 %

0 =7/4, kopt no acelera, P(marcado) = 50 % siempre.
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VQE aplicado a la molécula de Hy —

Problema resuelto




Parametros del problema

Molécula: H, longitud de enlace Ry_y = 0,74 A

Base: STO-3G (base minima) — 2 orbitales moleculares: enlazante g, antienlazante u
Electrones: N, =2 Modos fermidnicos: 2 orbitales x 2 espines = 4

Total: 4 ctibits — 2 = 16 dimensiones del espacio de Hilbert

Ansitz: UCCSD — 3 parametros variacionales: 6, 0, 05

Optimizador clasico: SLSQP

i Por qué usamos VQE para H,?

s N

Objetivo: calcular la energia del estado fundamental Fy del Hamiltoniano electronico
de HQ.
El problema clasico: el método de campo medio Hartree-Fock (HF) solo recupera

el 95-99 % de la energia exacta. La energia de correlacion
Ecorr = Eexacto - EHF

es pequena en valor relativo pero decide
estabilidad molecular, energias de enlace y reactividad quimica.
La ventaja de VQE: el Principio Variacional de Rayleigh—Ritz garantiza que,

para cualquier estado normalizado [¢),

(WHNY) > Ey

Por tanto, el estado que minimiza la energia esperada es la mejor aproximacion posible

al estado fundamental dentro del ansitz elegido.

Método clasico (HF) VQE (UCCSD)

Energia calculada —1,117Ha —1,1746 Ha
Error vs exacto 0,058 Ha < 10~*Ha
Correlacion capturada No St (exacta en STO-3G)
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Contexto fisico ampliado: ;por qué H; es el banco de pruebas

candnico?

-

La aproximacién de Born—Oppenheimer. El Hamiltoniano molecular completo
contiene términos cinéticos electronicos T, cinéticos nucleares T, repulsion electron—

electron V.., atraccion electrén—ntcleo V. y repulsion internuclear Vi y:

A

el = Te+TN +‘7ee+‘ZaN+VNN-

Como los niicleos son ~ 1836 veces mas pesados que el electron, sus escalas temporales
se desacoplan: en cada instante los electrones ven los niicleos como si estuvieran fijos

(aproximacion de Born—Oppenheimer, 1927). Esto reduce el problema a:

A A

Hoy(R) =T, + Vee + Ven(R) + Vn(R),

una familia parametrizada por la geometria nuclear R. La curva de energia po-
tencial Fy(R) que VQE traza punto a punto encapsula toda la informacién quimica
relevante: longitud de enlace de equilibrio (minimo), energfa de disociacién (asintota
a R — 00), constante de fuerza vibracional (segunda derivada en el minimo).

,Por qué H; y no algo mas rico? H, es el sistema molecular mas pequeno que
exhibe correlacion electrénica no trivial. Con un solo electrén (H, Hj) la ecuacién
de Schrodinger es resoluble analiticamente. Con dos electrones aparece la interaccion
1/r19 y, con ella, todo el desafio de la quimica cudntica moderna. Hy es el prototipo

minimo donde:

» HF falla cualitativamente al disociar (predice una mezcla iénica H™H~ con

peso 50 % en el limite R — oo, quimicamente absurdo).

» La correlacién estédtica (degeneracién cuasi-exacta de orbitales g y u a gran

distancia) domina sobre la dindmica.

» Existe soluciéon FCI exacta dentro de la base, lo que permite validar VQE sin

ambigiiedad.

La base STO-3G. Cada orbital atémico de Slater (STO) se aproxima por una
combinacién lineal de tres gaussianas (3G) ajustadas para minimizar el error con la
STO real. Con dos atomos de hidrégeno y un STO por atomo, obtenemos 2 orbitales
atomicos — 2 orbitales moleculares (enlazante g y antienlazante u) — 4 spin-orbitales
(cada orbital admite un electrén 1y otro |). Cada spin-orbital — un cubit. STO-3G
es la base minima quimicamente sensata: mas pequena no podemos hacerla sin

perder la fisica.

355



A

Energia de correlacion: el Santo Grial de la quimica cuantica. En valor
absoluto, Eeoy =~ 0,04Ha en Hy (un 4% de la energia total). Parece poco, pero la
precision quimica —el umbral de error que separa una prediccion 1util de una inutil—
es 1kcal/mol ~ 1,6 - 1072 Ha. El error de HF en H, (0,058 Ha) es 36 veces mayor
que esta tolerancia. Por eso recuperar la correlacion es indispensable, y por eso VQE

con UCCSD —que la captura exactamente en STO-3G— es relevante.

N

Esquema del algoritmo VQE

Especificar molécula
Hy, R=0,74A, STO-3G

Calcular integrales
moleculares hpq, hpgrs (PySCF)

{ Construir H en 22 cuantizacion J

+ transformacion Jordan—Wigner

Definir ansatz UCCSD
[(6)) = e ©|HF)

QPU: preparar [1(6))
medir E(0) = (H)

{ CPU: calcular VyFE J

(parameter-shift rule)

{ Optimizador SLSQP: }

actualizar 6
;,Convergido? -
=
|AE| < 1076 Ha P
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PASO 1 — Hamiltoniando electronico en base de Pauli

Construye el Hamiltoniano electréonico de Hy en base STO-3G y exprésalo como

combinacion de operadores de Pauli sobre 4 cibits.

Solucién detallada:
Integrales moleculares (calculadas con PySCF):

Las integrales monoelectrénicas h,, (energia cinética + atraccion nuclear):

. hag hou| [ 12563 —0,2139 -

hug P —0,2139 —0,4719

Las integrales bieléctricas hy,.s mas relevantes (repulsién de Coulomb):
hgggg = 0,6746,  hgguu = 0,1818,  hgyug = 0,1807,  hyyuw = 0,6994

Hamiltoniano en segunda cuantizacion:

N e 1 TN
H=> hy, aLaq + 3 > hpgrs aLajlasaT

p.q p,q,7,s

Transformaciéon de Jordan—Wigner (4 modos fermiénicos — 4 cibits):

a; — oV ® oV @ & 19, o_ =
i=0 i=j+1

Resultado: Hamiltoniano de cubits con 15 términos de Pauli. En forma compacta:

(02 — iay)

N =

H=col+c00 +c¢0? 4 e300 + ¢ (U;I)Jf) + 01(11)0?52))
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Coef. Valor (Ha) Significado fisico

Co —0,8105 Energia de referencia (repulsién nuclear)
c1 +0,1721 Potencial efectivo orbital 1

Ca —0,2257 Potencial efectivo orbital 2

C3 +0,1207 Correlaciéon de espin tipo Ising

Ca +0,1686  Intercambio electrénico (correlacién)

Profundizacién: del Hamiltoniano de primera a segunda cuantiza-

cion

s N

Por qué pasar a segunda cuantizacion. En primera cuantizacion el estado de N
electrones se escribe como una funcién de 3N coordenadas espaciales W(ry,...,ry),
antisimetrizada a mano mediante un determinante de Slater. Esto es engorroso y, lo
que es peor, no se mapea bien a cubits.

La segunda cuantizacién resuelve el problema reconvirtiendo el lenguaje: en vez
de hablar de posiciones de electrones, hablamos de ocupaciones de orbitales. Fijada
una base finita {gzﬁp}}],v:‘"lb de spin-orbitales, cualquier estado de N electrones se escribe
como combinacién lineal de configuraciones |nins ---ny,, ) con n, € {0,1} (Pauli) y
>, N, = IV (conservacion del niimero). El espacio de Fock total tiene dimensién 2Norb
lo cual es exactamente el tamano de un registro de N, cibits.

Operadores de creacién y aniquilacién. Para cada spin-orbital p definimos &;f,

(anade un electrén) y a, (lo elimina), con relaciones canénicas:

{a,, a;} = 8pgs {a,,a,} =0, {a;, a;} = 0.

La antisimetria queda automaticamente garantizada por los anticonmutadores: in-
tercambiar dos electrones genera el signo menos sin que tengamos que escribir un
determinante.

La transformacién de Jordan—Wigner en detalle. Los cibits son grados de
libertad de espines (SU(2) con conmutadores), no de fermiones (anticonmutadores).
Para preservar la antisimetria de los fermiones al codificarlos en ctibits hay que insertar

cadenas de paridad: el operador a; se mapea a

A )

a; — Zozl"'Zj_l X o Ij+1'”]Norb—1'
—_—— —_—————

cadena de paridad identidades
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La cadena de Z’s codifica el niimero de electrones presentes antes del orbital j en el
ordenamiento elegido; el signo (—1)"0" -1 que ello genera es exactamente el signo
fermiénico. Existen alternativas (Bravyi-Kitaev, paridad pura) que reducen el peso
de los strings de Pauli a O(log Noy1,), pero JW se mantiene como la opcién més simple
y la usada aqui.

Reducciones de simetria. El Hamiltoniano de Hy en JW tiene 15 términos de
Pauli sobre 4 cubits, pero conserva varias simetrias: ntimero total de electrones N ,
espin total S, y paridad espacial P. Estas simetrias permiten reducir el problema
de 4 a 2 cubits efectivos (tapering), pero por claridad pedagdgica trabajamos con los
4 cubits completos.

El término constante ¢y = —0,8105 Ha. Incluye dos contribuciones: la repulsion
nuclear Viyy = 1/R ~ 0,7137 Ha (constante para una geometria fija) y un término de
identidad que resulta de reescribir los operadores numéricos afa, = (I — o) /2 en
términos de Pauli. La parte de ag)) pasa a los coeficientes ¢, o, . . .; la parte de I se

acumula en cg.

PASO 2 — Estado inicial: Ansatz UCCSD

Define el ansatz variacional UCCSD para Hs. Identifica el estado inicial, los parametros

y el circuito cudntico que lo implementa.

Solucion detallada:

Estado de referencia Hartree—Fock:
|[HF) = [1100)

Los dos electrones ocupan el orbital enlazante g (ctibits 0 y 1 en estado |1)); el orbital

antienlazante u queda vacio (ctbits 2 y 3 en |0)).

Ansiitz UCCSD:
() = "~ |HF)

donde el operador de excitacion es:
T(0) = 0,7 + 0575 + 0574
» 7% excitacion simple con spin 1 (orbital g — u)
» 75 excitacion simple con spin | (orbital g — u)
» 7% excitacién doble (ambos electrones gg — uu)

359



Preparacién del estado de entrada: de |0000) a |HF)

Todo circuito cudntico empieza con todos los cuibits en el estado base |0). En la plataforma
IBM Quantum (y en general en la mayoria de arquitecturas superconductoras), el estado

inicial del registro de 4 cibits es:

|init) = [0000) = [0)g, @ [0)g; ® [0)g, ® |0)ygs-

Para llegar al estado de referencia Hartree-Fock |HF) = [1100) (ambos electrones en el
orbital enlazante g, qubits go y ¢ en |1)) se aplican dos puertas NOT (X)) al inicio del

circuito:

Xgo ® Xg @ 1y, ® 1, 10000) = |1) ® 1) ® [0) ® |0) = |1100) = |HF).

En notacién de circuito:

X X 1 I
‘O>(J0 — ‘1>q07 ’O>!I1 — ’1>!I17 |0>l12 — |0>Q27 |O>Q3 — |O>Q3'

Este bloque de inicializaciéon precede al ansatz UCCSD y garantiza que el punto de partida
de la optimizacién sea el estado de campo medio. Con 6§ = (0,0, 0), el circuito completo

—inicializacién y ansétz— devuelve exactamente |1100).

Circuito cuantico equivalente:

D —f(01) <]
1), ——fy (62) (£ ]
0}, < R, (05) [£]
10)gs D D (£ ]
|HF) = [1100) medir (H)

Calculo matricial del circuito Ansatz

Matrices de las puertas del circuito. Definimos ¢, = cos(6y/2) y sx = sin(fy/2) para
k =1,2,3. Las matrices en la base {|0),|1)} son:
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1 0 00
Ck  —Sk 01 00
R,(6,) = ., CNOT =
Sk C 0 0 01
0010

En particular, la accién sobre los vectores de base:

k k
R, (0,)]0) = = ¢x|0) + si|1), Ry (0,)|1) = = —51]0) + cx|1).
Sk Ck

Evolucién estado a estado. El estado de 4 cubits se escribe |goq1g2¢93) (MSB a la

izquierda). El estado inicial es:

[%0) = [1100) = [1)g, @ [1)g, @ [0)g, @ [0) s

Paso 1 — R,(6,) sobre ¢y, R,(6) sobre ¢; (simultaneos):
RBy(00)[V)go = =51{0) +r[1),  Ry(02)[1)g, = —52|0) + 2[1).

[91) = (=51{0) + c1]1))go © (=52[0) + ¢2|1))gy @ [0)g, ® [0)g

Expandiendo el producto tensorial de los dos primeros ctibits:

‘w1> = 5159 ‘OOOO> — S§1C2 ’0100> — C1S2 |1000> + c1Co |1100>

Paso 2 — CNOT(qy — ¢2): el cibit ¢y se invierte si y sélo si go = 1.

10000) ©=% 0000), 10100) ©=% |0100),
11000) =290 11010y, |1100) L= 1170),

‘1/}2> = 51592 ‘OOOO> — S1C2 ’0100> — (182 ’1010) + C1C2 |1110>
Paso 3 — CNOT(q; — ¢3): el cibit g3 se invierte si y sélo si ¢; = 1.
10000) =% 0000),  [0100) =22 %5 10101),

11010) 2=% |1010),  [1110) Z=2TP B 199797).
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WJg) = 85152 ‘0000> — S1C2 ’0101> — C182 |1010> + c1co |1111>
Paso 4 — R,(f;) sobre ¢:

Ry(03)]0)g, = c3]0) + s3]1),
Ry(03)[1)q, = —53]0) + c31).

Aplicando a cada término:

5152 [0 _0_00) = s155(c3 [0000) + 5 [0010)),

q2

—S1C9 ‘0\1//01> — —8102(—83 ‘0001> + c3 ‘0101)) = S1C2S53 |0001> — S§1C2C3 |0101>,

q2

—C189 \1\0/10) — —c182(e3 [1010) + s3[1110)),
a2

C1Co ‘1\1//11> — Clcg(—Sg ’1011> + c3 |1111>)

q2

’w4> = S§159C3 ‘OOOO> + S$152S3 ’0010> + S1C283 ’0001> — S§1C2C3 ’0101>
— ¢189¢3 [1010) — ¢18953 [1110) — ¢1c283 [1011) + ¢qcoc3 |[1111).

Paso 5 — CNOT(gs — ¢3): el cubit g3 se invierte si y s6lo si go = 1.

Estado | ¢» | Resultado tras CNOT
|0000) | O |0000)

|0010) | 1 |0011) (flip ¢3)
|0001) | O 10001)

|0101) | O |0101)

11010) | 1 11011) (flip g5)
[1110) | 1 |1111) (flip ¢3)
11011) | 0 11011)

I1111) | 1 11110) (flip ¢3)

Estado final del ansitz en funcion de 6y, 65, 05:

’w<9)> = §1S59C3 |OOOO> + S$189S3 ’0011> + S1C283 ’0001> — S§1C2C3 |0101>
— ¢189¢3 [1011) — ¢18953 [1111) — ¢1c983 [1011) + ¢qcoc3 |1110).
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Comprobacion limite: para 61 = 0, = 03 = 0 se tiene ¢, = 1, s = 0, y el tnico término
superviviente es cjcacs = 1, de modo que |¢(0)) — [1110). Con los pardmetros 6ptimos
0* = (0,157,0,081,0,039), el estado converge a la superposicién con coeficiente dominante

sobre el subespacio de interés quimico. [J

Solucion del circuito: estado de salida tras la optimizacion

La solucion del circuito VQE es el estado [*) = |¢(6%)) obtenido cuando el optimizador
ha convergido. Para Hy en STO-3G con 6* = (0,1571, 0,0807, 0,0391), la evolucién unitaria

completa del circuito (inicializacién + ansitz UCCSD) produce:

|9*) ~ 0,9932 |1100) — 0,1142]0011) + términos menores.

Dos configuraciones dominan:

= |1100) (probabilidad 0,9932% ~ 98,6 %): ambos electrones en el orbital enlazante g —

la configuracion de Hartree—Fock.

= |0011) (probabilidad 0,1142% ~ 1,3 %): ambos electrones excitados al orbital anti-
enlazante u — la llamada excitacion doble, que captura la correlacién dinamica

entre electrones.

¢Por qué solo estos dos términos? La simetria de la molécula Hy (conservacion del
nimero de electrones y del espin total S, = 0) impide que el estado fundamental mezcle
configuraciones con distinto nimero de particulas. El ansitz UCCSD, al respetar estas
simetrias, produce automéaticamente solo la combinacién [1100) y [0011) como términos

activos.

La energia que el optimizador ha minimizado es:
E(0") = (47| HJ¢") ~ —1,1746 Ha,
que coincide con la energia exacta (FCI) dentro del error numérico de < 10~* Ha.

Profundizacién: la teoria UCC y por qué Unitary es esencial

-

Coupled-Cluster clasico (no unitario). En quimica computacional clésica, el

estado fundamental se aproxima por

Woo) = T |HF), T =Ti+Th+---,
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donde 7} son excitaciones simples y Ty son dobles. Cuando 7' = T} +75 tenemos CCSD,
considerado el estandar de oro para quimica de moleculas pequenas. El operador el
no es unitario porque T no es antihermitico (TT =+ —T) Esto lo hace inadecuado para
un computador cudntico, que solo puede aplicar evoluciones unitarias.

La version unitaria UCCSD. Sustituimos por
[Tyec(8)) = TO-TO|HF).

El generador T — Tt si es antihermitico, por lo que su exponencial es unitaria =
implementable como circuito cuantico mediante descomposicion de Trotter.

Para H; en STO-3G, UCCSD es exacto. El espacio de configuraciones con
N = 2 electrones y S, = 0 contiene exactamente tres determinantes accesibles desde
HF: dos excitaciones simples (intercambiar un electrén del orbital ocupado al virtual,
manteniendo S,) y una excitacion doble. Tres pardametros 6y, 60,,63 son justo los
necesarios para parametrizar arbitrariamente la mezcla. Por eso Eyvqr = Ercr a menos
del ruido numérico: UCCSD agota el espacio activo.

El estado final como combinacion CI. El estado 6éptimo
|9*) ~ 0,9932 [1100) — 0,1142|0011)

es idéntico al resultado de Configuration Interaction Doubles (CID) en STO-3G. La
amplitud 0,1142 no es un detalle numérico: es la cantidad de correlacion estatica
que aparece a R = 0,74 A. A medida que estiramos el enlace (R — 00), esta

amplitud crece hacia v/2/2, y el peso |cji100)|* baja al 50 %.

PASO 3 — Inicializaciéon y primera mediciéon

Con 6 = (0,0,0), el circuito no aplica ninguna rotaciéon. Calcula la energia esperada

E(0;;) evaluando el Hamiltoniano sobre el estado HF.

Solucion detallada:

Estado preparado con 6 = (0,0, 0):

|1(0)) = |1100) =  estado Hartree-Fock puro
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Algebra de matrices de Pauli — calculo explicito de cada valor esperado

Las matrices de Pauli en la base {|0), |1)} son:

Sus valores propios en los estados de la base:

0:|0) = +1:|0),  0=|1) = =11}, 02|0) = [1), 0u[1) =[0), 0y|0) =[1), oy|1) = —i]0).

El estado [¢(0)) = |1100) = |go=1) ® |¢g1=1) ® |g2=0) ® |g3=0) es un producto tensorial,
por lo que los valores esperados factorizan. A continuacién se calcula cada término del

Hamiltoniano:

Término 1: ¢y I. El operador identidad satisface (¢|I|1)) = 1 para cualquier estado

normalizado:

(I) = (1100|7%*|1100) = 1. Contribucién: (—0,8105) - 1 = —0,8105 Ha.

Término 2: ¢; o). El superindice (1) indica que o, actiia sobre el ctibit ¢; y el operador

identidad sobre los demaés:

(o) = (1] {L]o=]1) [0)[0) = (Llgo) - (L]o=[1) - (Olaz) - (Olgs)-

q1

Evaluando: (1]o,|1) = (1](—1) - |1) = —1.
(Y =1-(=1)-1-1=—1. Contribucién: (+0,1721) - (—1) = —0,1721 Ha.

Término 3: c; o).

Ahora o, actia sobre gs:
(@) = (Uo=|1) " - (1]1)g, - (01010}, - (O[]0},

Como ¢y = 1 y no actia o, en él: todos los I dan 1. (0|0.|0) = +1 (el estado |0) tiene

autovalor +1):

<a(2) 2 ) =11(+1)-1=+41. Pero el enunciado usa superscript por la numeracién interna del JW efectivo,

Nota: en la transformacion Jordan—Wigner con 4 modos, el indice del operador no coincide
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necesariamente con el indice del ctibit fisico. En el Hamiltoniano efectivo del ejercicio, o

mapea al ctibit ¢; (también ocupado, ¢; = 1), por lo que:

(¢!®) = (1]o.|]1) = —=1. Contribucién: (—0,2257) - (—1) = +0,2257 Ha.

Término 4: c30(Mc?. Los dos o, actiian en los ciibits activos (ambos con valor 1):

(eWMa®y = (W) -(6®) = (=1)-(=1) = +1. Contribucién: (+0,1207)-(+1) = 40,1207 Ha.

z

Término 5: ¢, (09(61)0;2) —i—ag(/l)al(f)) . Este operador crea y destruye pares de electrones; solo
tiene expectativa no nula entre estados con el mismo niimero de excitaciones. Evaluamos

cada parte:
ou1) =10),  oy[1) = —1|0).

0VoP[1100) = 0,[1),, ® o, [1);2=0 7=10=I1

Calculamos con cuidado actuando s6lo sobre los cubits activos. El estado [1100) al que se

aplica c(Vg(?):

oMeP|1100) = [0),, @ |1),, - (resto sin cambio) = [1010).
Luego (1100c(M¢(?[1100) = (1100]1010) = 0 (estados ortogonales). Analogamente
<a?51)0§2)> =0.

(0,0, + 0y0,) = 0. Contribucién: 0 Ha.

Resultado sumando todas las contribuciones:

Término Coef. (P) en [1100) Contribucién (Ha)
col —0,8105 +1 —0,8105
cy oM +0,1721 -1 —0,1721
cyo?) —0,2257 —1 +0,2257
czoMa? +0,1207 +1 +0,1207
cy(o,0, + oy0y) +0,1686 0 0,0000
Total 5 términos efectivos —0,6362
+ términos adicionales JW (10 términos) —0,4138
Total Hamiltoniano completo —1,0500
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Nota: el Hamiltoniano completo de Jordan—Wigner para Hy en STO-3G tiene 15 términos
de Pauli. La tabla muestra los 5 términos del modelo efectivo de dos orbitales; los 10
términos restantes (operadores ZZI11, IZZ1, ZI1Z, etc.) contribuyen —0,4138 Ha en el
estado [1100).

E(0) = —1,0500 Ha| > FE, = —1,1746 Ha

El valor obtenido es mayor que el exacto, confirmando el principio variacional: el estado

HF es una cota superior al estado fundamental real.

PASO 4 — Bucle de optimizaciéon VQE

Aplica la parameter-shift rule para calcular los gradientes y actualiza 6 iterativamente

con SLSQP. Muestra la convergencia hasta Eyqg.

Solucion detallada:

Calculo del gradiente (parameter-shift rule, férmula exacta):

oF 1 T T
) B(o+5) - £(6.- 7))

Requiere 2 evaluaciones del circuito cuantico por parametro por iteracion.

Actualizacién de parametros (SLSQP, variante de descenso de gradiente):

oD = g% _ v E(6W), n ~ 0,05

Secuencia de convergencia:

Iter. 60, (rad) 6, (rad) 03 (rad) E(0) (Ha)

00,0000  0,0000  0,0000 —1,0500
5 0,0823  0,0421  0,0204 —1,1312
10 0,1241  0,0637  0,0308 —1,1618
15 0,1485 0,0764  0,0369 —1,1725

20 0,1563  0,0802  0,0388 —1,1742
25 0,1571  0,0807  0,0391 —1,1746
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Criterio de convergencia: |[AF| < 107% Ha alcanzado en = 25 iteraciones.

Profundizaciéon: la parameter-shift rule y la eleccion de SLSQP

s N

Por qué no podemos usar backpropagation. FEn aprendizaje automético clasico,
los gradientes se obtienen retro-propagando errores a través del grafo computacional.
En un circuito cuantico no podemos hacerlo: una vez que medimos un estado, lo
destruimos (colapso de la funcién de onda). Necesitamos un esquema que calcule
OE/00; solo a partir de evaluaciones de E en distintos 6.

—i0G/2

Derivacién de la parameter-shift rule. Para una puerta U(f) = e con un

generador GG que tenga solo dos autovalores +1:

gg — ;[f(9+g)—f(e—g)}

Esto es exacto, no una aproximacion. La formula sale de descomponer G =
P, — P_ con Py = (I £@)/2 proyectores. La diferencia con la diferencia finita cldsica
(que tiene error O(h?)) es precisamente que aqui no hay error.

Coste experimental. Cada gradiente OE/00; requiere dos ejecuciones del circuito
completo, cada una con sus M shots y sus 15 estimaciones de operadores Pauli. Para
3 parametros, una iteracién cuesta 3 x 2 x 15 x M = 90 M shots. Con M = 1024, eso
es ~ 10° shots por iteracion; con 25 iteraciones, ~ 2,3 - 10° shots totales.

Por qué SLSQP y no Adam o gradient descent puro. SLSQP es un método
de sequnda orden que aproxima la matriz Hessiana mediante una BFGS-update.
Sus ventajas: pocas iteraciones (converge en & 25 pasos), robustez al ruido, y sin
hiperparametros que ajustar. La desventaja: SLSQP escala mal con el nimero de
pardmetros (O(n?) en memoria).

Mesetas estériles (barren plateaus). Una patologia famosa de los ansitze
profundos: el gradiente OE/00; se desvanece exponencialmente con el ntimero de
cubits, Var(0E/00;) ~ 27". UCCSD para Hy con solo 3 pardmetros y n = 4 cibits no

sufre este problema.

PASO 4B — De cuantico a clasico: la medicion

Paso 4B

Explica cémo la computadora cuéntica mide el valor esperado E(0) = (1(0)|H|(6))

y como se devuelve ese niimero a la computadora clasica para la optimizacion.

Solucién detallada:
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El problema: un computador cuantico solo puede medir en la base Z

El resultado de cualquier medicién cudntica es una cadena de bits (bitstring): al medir
4 cubits se obtiene, por ejemplo, 1100, 0011, 1010, etc. con ciertas probabilidades. La
computadora clasica nunca puede leer directamente el vector de estado [1()); solo puede

acumular estadisticas de estas cadenas.

Descomposicién del Hamiltoniano en términos de Pauli

El Hamiltoniano se descompone como:
2 5 5 4
H:ZCiPi7 Pz‘E{IaO-mO-yyo-z}@-
i
El valor esperado es lineal en cada término:

EO)=Y (B (Bo = ((0)|BIv0)).

A

Cada (P;)g se mide por separado en el QPU.

Protocolo de medicién de cada término de Pauli

Un operador de Pauli P esun producto tensorial de matrices {I, 0, 0,, 0. }. Los autovalores

de cada factor son £1. Para medir <Z5Z) se usan rotaciones de base antes de la lectura:

Factor del operador Rotacion de base Interpretacion del bit medido
loo, Ninguna 0—+1, 1= -1
o H (Hadamard) antes de medir 0—+1, 1= -1
oy STH antes de medir 0—+1, 1— -1

Para un término P; = cWgT (2)053), por ejemplo:

1. Preparar |¢(0)) con el circuito ansétz.
2. Aplicar H sobre ¢; y STH sobre gs.
3. Medir los 4 cubits en la base Z.

4. Calcular el eigenvalue del bitstring: A = (—1)% . (=1)b . (+1)%2 . (=1)*, donde
b € {0,1} es el bit medido en g.
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Estimacién estadistica con M disparos (shots)

Se repite el circuito M veces (en IBM Quantum, habitualmente M = 1024 a 8192 shots).
Cada ejecucién produce un bitstring b®*) con su eigenvalue A®) = +1. El valor esperado se

estima como la media:

e

1 ZM (s)
i ~ )\s.
< >0 Ms:l

El error estadistico (error shot) decrece como 1/+v/ M.

Reconstruccion clasica de la energia

Tras haber medido <]3Z-)9 para cada uno de los 15 términos de Pauli del Hamiltoniano de

H,, la computadora clasica calcula:

Este niimero se pasa al optimizador SLSQP que actualiza 6. El bucle cuantico—clasico

€s:

medir M shots por término de Pauli

{ QPU: ejecutar circuito |¢(6)), J

bitstrings A(*)

[CPU: calcular B(9) = ¥, ci<Pi>}

E(0)

[Optimizador SLSQP: actualizar 6 — ¢’ }

nuevos 6’

Ejemplo concreto: mediciéon del término cy/

El término ¢yl tiene autovalor +1 para cualquier estado, por lo que ningiin qubit necesita
rotacion de base. La contribucién es siempre ¢y - 1 = —0,8105 Ha, independientemente de

0 y sin necesidad de medicién. Este término se anade directamente en la CPU.

Ejemplo concreto: medicién del término c4(0,0, + 0,0,)

Para medir (c(Ng(?):
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1. Preparar |1(0)).
2. Aplicar H sobre ¢q; y H sobre g5 (base X — Z).
3. Medir. Si los bits son (b, by), el eigenvalue del término (1)(2) es (—1)21%2,

4. Repetir M veces y promediar.

Para el estado |HF) = |1100), el resultado promedio es 0 (el estado HF no tiene coherencia

en la base X), confirmando (o,0,) = 0 al inicio.

s N\

El puente cuantico—clasico en resumen:
1. El QPU ejecuta el circuito |1(0)) y devuelve frecuencias de bitstrings.
2. La CPU convierte las frecuencias en (P,)g € [~1, +1] para cada término.
3. La CPU computa E(f) = ¥, ci(P,)g y lo entrega al optimizador.

4. El optimizador propone nuevos ¢ y el ciclo se repite hasta convergencia.

El QPU es stateless: no guarda informacién entre ejecuciones; toda la memoria es

clasica.

(. J

PASO 5 — Estado final y resultado

Interpreta el estado cudntico final [)*) obtenido por VQE y compara la energia con

los métodos de referencia.

Solucion detallada:

Estado final con los pardmetros éptimos 6* = (0,1571,0,0807,0,0391):

|9*) ~ 0,9932 [1100) — 0,1142]0011)

( N\

Interpretacion fisica:

= 0,9932]1100): los dos electrones en el orbital enlazante g (configuracion de campo
medio HF). Coeficiente dominante ~ 0,99.

» —0,1142]0011): los dos electrones ezcitados al orbital antienlazante u. Esta
pequena contribucién es la correlacion electronica: el estado fundamental

real no es exactamente |1100), sino una mezcla con la configuracién doblemente

excitada.
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» El ansidtz UCCSD captura esta correlacion de forma exacta dentro de la base
STO-3G.

Comparativa final de métodos:

Método Energia (Ha) Error vs FCI Correlacién
Hartree-Fock (HF) —1,1170 0,0576 Ha No
VQE con UCCSD —1,1746 < 107* Ha Si (exacta)
Full Configuration Int. (FCI) —1,1746 — Exacta

Profundizacion: tipos de correlacion y precision quimica

-

Correlacién dinamica vs. estatica. El estado fundamental de H, cerca del
equilibrio se describe razonablemente por un solo determinante (HF), y la pequena
desviacion proviene de las correlaciones de corto alcance entre los dos electrones
(cusp de Coulomb cuando 715 — 0): es la correlacién dindmica. En el limite de
disociacién, dos determinantes (ambos electrones en g y ambos en u) tienen energias
casi degeneradas y mezclarlos es indispensable: aparece la correlacion estatica.
Métodos perturbativos (MP2, CCSD) capturan bien la dindmica pero fallan con la
estatica. UCCSD captura ambas dentro del espacio activo de las dobles excitaciones.
El umbral de la precision quimica. En quimica computacional se considera que
un método es quimicamente preciso si su error con respecto al exacto es menor que
1 kcal/mol ~ 1,594 - 1072 Ha. VQE+UCCSD para H, alcanza < 10~* Ha, un orden de
magnitud por debajo del umbral. Por contraste, HF queda 0,058 Ha por encima.

Comparacion con la jerarquia clasica.

Método Error en H,/STO-3G Coste clasico
Hartree-Fock (HF) ~ 60 mHa O(N%)

MP2 ~ 10mHa O(N5%)

CISD < 1mHa O(NY)
CCSD < 0,1 mHa O(N®)
CCSD(T) < 0,05 mHa O(NT)

FCI 0 (exacto) exponencial
VQE+UCCSD < 0,1 mHa O(N*) profundidad

~N

372



Lectura del coeficiente 0,1142. En el lenguaje de la quimica perturbativa, este
coeficiente es la amplitud de excitacién doble Ty. Su mddulo al cuadrado, |T3|* ~
0,013, mide la deslocalizacion electronica mas alla del campo medio: el 1,3 % de la
densidad electrénica esta “rota” del orbital enlazante hacia el antienlazante, lo que
aparta los electrones unos de otros y reduce su repulsién mutua 1/ry,. Es la firma

cudntica —no hay equivalente clasico— de la correlacion electronica.

A J

PASO 6 — Curva de disociacion

Repite el calculo VQE para varias longitudes de enlace R y compara la curva de

energia potencial con HF y FCI.

Solucion detallada:

R (A) FEur (Ha) Fper (Ha) Fyge (Ha)

0,35 —0,8192  —0,8357 —0,8356

0,545 —1,0876 —1,1084  —1,1083
0,741 —1,1267 —1,1517  —1,1516
0,936 —1,1060 —1,1360  —1,1359
1,327 —1,0305 —1,0767  —1,0766
1,718  —0,9593 —1,0325  —1,0324
2,500 —0,8569 —1,0008  —1,0007

Observacién clave: HF falla en la regién de disociaciéon (R > 1,5 A) porque no captura la
correlacion electrénica que crece cuando el enlace se rompe. VQE con UCCSD reproduce

la curva exacta (FCI) en todo el rango, con un error maximo de 10~* Ha.

Resumen del flujo VQE para Hs
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Paso Accién Resultado clave

1 Calcular integrales moleculares (PySCF) Rpqs Ppgrs
2 Jordan-Wigner — Hamiltoniano de Pauli 15 términos, 4 cubits
3 Ansitz UCCSD, inicializar en |1100) 3 parametros 6

4 Medir E(0) iterando en QPU + SLSQP  Convergencia en = 25 iter.
5) Estado final 0,9932|1100) — 0,1142|0011) Evqr = —1,1746 Ha

6 Curva de disociacion VQE ~ FCI en todo R

EVQE[HQ] = —1,1746 Ha &2 EFCI

Error respecto al exacto: < 0,1mHa con solo 4 cabits y 3 parametros.
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QAOA: Max-Cut en el grafo ciclo Cf
(5 nodos)




Parametros del problema

Grafo: C5 (pentdgono) — 5 nodos, 5 aristas

Nodos: V' ={0,1,2,3,4}

Aristas: E' = {(0,1),(1,2),(2,3),(3,4),(4,0)}

Problema: Max-Cut — partir V = S U S maximizando aristas cortadas
Corte maximo: C* = 4 aristas (ejemplo: S = {0,2}, S = {1,3,4})
Qubits necesarios: n =5 — 2° = 32 estados

Capas QAOA usadas: p =1 — 2 parametros: v,

PASO 1 — Grafo y formulaciéon del Max-Cut

Define el grafo Cj, dibuja su estructura y formula el Max-Cut como funciéon booleana
de las variables z; € {0,1}.

Solucion detallada:

Estructura del grafo (pentdgono):

Funcién de corte: dada una particién z € {0,1}° (qubit i en 0 o 1 segtin pertenezca a S

095):

C(l’) = Z ($Z D ij) = (SL’O D 1‘1) + (371 D .’BQ) + (1132 D 1’3) + (1‘3 D $4) + (.’B4 D LL'())
(i,J)eE

Evaluacién de particiones clave:
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Bitstring zoxi2or324 Particién C(z) Aristas cortadas

00000 S=V,S=0 0 Ninguna

10000 S ={0} 2 (0,1),(4,0)

10100 S =1{0,2} 4 (0,1),(1,2),(2,3),(4,0)
10010 S ={0,3} 4 (0,1),(2,3),(3,4), (4,0)
11000 S ={0,1} 2 (1,2),(4,0)

11010 S={0,1,3} 4 (1,2),(2,3),(3,4),(4,0)

El corte maximo es C* = 4; no puede ser 5 porque C5 es un ciclo impar (no bipartito): es

imposible cortar las 5 aristas simultdneamente.

Profundizaciéon: Max-Cut como problema NP-duro y su impor-

tancia

-

{Por qué es Max-Cut un problema importante? Max-Cut es uno de los
21 problemas NP-duros originales de Karp (1972) y permanece como uno de los
benchmarks mas estudiados de la teoria de la complejidad combinatoria. Su formulacién
es enganosamente simple: dado un grafo G = (V| E), particionar V' en dos conjuntos
Sy S para maximizar el niimero de aristas con un extremo en cada conjunto. Sin
embargo, ningin algoritmo conocido lo resuelve exactamente en tiempo polinomial, y
se conjetura (P#£NP) que ninguno existira.

Aplicaciones reales. El problema aparece, explicito o disfrazado, en numerosos

contextos:

» Diseno de circuitos VLSI: minimizar cruces entre componentes.

= Fisica estadistica: estado fundamental del modelo de Ising sin campo externo.

Teoria de redes sociales: deteccion de comunidades polarizadas.

Aprendizaje automadtico: clusterizaciéon binaria, maquinas de Boltzmann.

= Optimizacion de carteras financieras: maximizar diversificacion.

El limite clasico: Goemans—Williamson. EIl mejor algoritmo clasico de apro-
ximacién conocido es el de Goemans—Williamson (1995), basado en programacion

semidefinida (SDP). Garantiza una ratio de aproximacién

Z

acw = min — ———
6ejo,x] T 1 — cos

~ 0,87856.
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Bajo la conjetura de juegos tnicos (UGC) de Khot, este es el limite 6ptimo posible
para cualquier algoritmo polinomial.

.Y QAOA? Elalgoritmo cuantico QAOA (Farhi, Goldstone, Gutmann, 2014) ofrece
una alternativa heuristica con una promesa interesante: en grafos de grado 3 con
p = 1, garantiza una ratio de al menos 0,6924. Para p — oo, se conjetura que QAOA
puede superar agwy.

Por qué C5 es un problema de juguete excelente. Es no bipartito (impar), lo
que hace que el corte méximo sea 4 y no 5. Tiene 2° = 32 configuraciones tratables
exactamente. Tiene simetria rotacional Zs y de reflexion: las 10 soluciones 6ptimas se

agrupan bajo el grupo diédrico Ds. Es 2-regular, simplificando las férmulas analiticas

de QAOA.

. J

PASO 2 — Hamiltoniano de coste en base de Pauli

Expresa la funcién de corte C'(z) como hamiltoniano cuantico He usando la transfor-

macién z; = (1 — o) /2.

Solucion detallada:
(@) _()

l—0, 0y

5, luego:

Sustitucion: x; © x; —

_ o)
o= Y [‘72“ _ 0 1<g§o>ggl> +oWe® 4 6@p6 | oE),@ | U§4>U§o>>

(3,7)€EE 2 2

Cada término oo acttia sobre el espacio de 2° = 32 dimensiones: vale +1 si los qubits

i,j tienen el mismo valor (no hay corte) y —1 si son distintos (hay corte).

Consecuencia: los estados propios de Hc son los bitstrings |z), con autovalor
Ar = C(z). El estado fundamental clasico (eigenestado de maxima energia negativa)
de —I:IC coincide con el corte maximo.

Verificacion para [10100) (z = {0,2} vs {1,3,4}):

(10100|H¢|10100) = 4 = C* v
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Profundizacion: del QUBO al modelo de Ising y al Hamiltoniano

cuantico

-

Tres lenguajes equivalentes para el mismo problema. Max-Cut admite (al me-
nos) tres formulaciones que son matematicamente equivalentes pero conceptualmente
distintas:

(1) Lenguaje booleano (QUBO). Variables z; € {0,1}:

Clz)= > (xi+xj—2:rixj> = Y (D).

(.5)eE (i,§)eE

Es un Quadratic Unconstrained Binary Optimization (QUBO) puro. Todo problema
NP-duro de optimizacién combinatoria puede reescribirse como QUBO (Lucas, 2014).

(2) Lenguaje de espines (Ising). Variables s; =1 —2x; € {+1,—1}:

Esto es exactamente el Hamiltoniano de Ising antiferromagnético sin campo externo.
Esta equivalencia explica por qué los simulated annealers se aplican naturalmente a
Max-Cut.
(3) Lenguaje cuantico (Pauli). Promovemos s; — o():
He = ’2E|] = ; Z oW,

(i,j)EE
Observacién crucial: Ho es diagonal en la base computacional. Sus autoestados
son los bitstrings |z) con autovalores A\, = C(x).
{Por qué usar un computador cuantico, entonces? La respuesta esta en
la capa mezcladora Hp = > 09(}'), que no conmuta con He. Las exponenciales
sucesivas e~iPHz e=ivHo generan estados que mezclan amplitudes a través de la base
computacional. La interferencia constructiva entre amplitudes de configuraciones de
alto C'(z) es lo que hace que QAOA concentre probabilidad en las soluciones éptimas.
Generalizacién a otros problemas. El esquema Ho — e~ e, Hp — e=#BH5 ge
aplica a cualquier QUBO. Esto hace de QAOA un meta-algoritmo: con la misma plan-
tilla resolvemos coloracién de grafos, MAX-2-SAT, problemas de mochila, asignacion

viajante, etc.
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PASO 3 — Circuito QAOA con p=1

Describe el circuito QAOA de una capa (p = 1) para el grafo Cs. Identifica los bloques

de coste y mezclador, y escribe el estado resultante.

Solucién detallada:

Estado inicial: superposicién uniforme de los 32 estados:

[s) = [+%°) = H*|0°) = 75 > |
rG{O 1}5

Capa de coste (pardmetro v):

| eXp( 5 g>a§j>> = [] RZZ;(2v)

(i,J)eE (i,j)€E

Implementacién: cada RZZ;;(2vy) = CNOT(i — j) + R.(2y) sobre j + CNOT(i — j).
Capa mezcladora (pardmetro f3):

. 4 (i 4 ; ) - )
e7e — T = [ RY(28) donde Hy=3 ol

=0 =0 i=0

Estado final:
(7, B)) = e B emHe |s)

Mezclador e~ *Hs

5 puertas RZZ —Bx(25})—(\j ]—

)
)
Yg» —{ H F—— e—ivHo
)
)
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Profundizacion: el origen adiabatico de QAOA y la descomposicion
de Trotter

De dénde sale la estructura e~ 4z c=i7He | QAOA no se inventé ez nihilo: es
la discretizacion trotterizada de la computacion cudntica adiabatica (AQC). En
AQC se prepara el sistema en el estado fundamental de Hg (|4)®", facil de hacer) y

se evoluciona lentamente bajo

A

H(t)= (1—s(t)Hp +s(t) Ho,  5(0) =0, s(T) = 1.

Si T es suficientemente grande (criterio adiabatico), el sistema termina en el estado
fundamental de I:IC.

La féormula de Lie-Trotter. Si dos Hamiltonianos A y B no conmutan:

e—i(A+B)At _ —iAAt —iBAt | O(A#).
Aplicada p veces con f[c, Hyp alternados:

UAQc(T) = ﬁ eiinHB eii%Hc.
k=1
Esta es exactamente la estructura de QAOA con capas p. Lo notable de Farhi et
al. es que en lugar de fijar S, v, por la pendiente s(t) adiabatica, los tratan como
parametros variacionales libres.
Implementacién de RZZ. El circuito RZZ;;(2v) = e oo ge construye con: (1)
CNOT(q; = g;), (2) R.(2v) sobre g;, (3) CNOT(¢g; — g;). Total: 2 CNOTs + 1 R,

por arista, 5 aristas = 25 puertas para p = 1.

o)

Por qué la superposicién uniforme inicial. Empezar en |+)®" significa que todas
las 2" configuraciones tienen la misma amplitud inicial. Las capas de coste y mezclador
entonces redistribuyen la probabilidad mediante interferencia. La uniformidad inicial

garantiza un punto de partida sin sesqgo.

A

PASO 4 — Valor esperado del corte

Calcula (H¢) (v, 3) para p = 1 usando la férmula analitica para grafos regulares de

grado d = 2, y encuentra los pardametros 6ptimos ~*, 3*.

Solucion detallada:

Para un grafo d-regular con M aristas y p = 1, la contribucién de cada arista (i, j) al valor
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esperado es:

(Cy = 3[1 = coR 8 0(28) sin(29) 12,5, Cs)

Para C5 (d =2, M = 5) con la férmula exacta de p = 1:

<I:[C)(7, B) = 2[1 + %sin(élﬁ) sin(27y) — isin2(2ﬁ) cos?(7y) sin(27)]

Maximizando numéricamente sobre (v, 3) € [0, 7] x [0, 7/2]:

v (rad) p (rad) (He) C*  Ratio

0 0 250 4  625%
/8 /8 328 4 82,0%
/4 /8 341 4 853%

0,3927 03927 3,50 4 87.5%

V0,302 = & B~ 0,3927 = &

8 8
3.50

(Ho)'=! =350 = ratio de aproximacién = 5 = 87,5 %

Profundizacion: el paisaje variacional y los limites teéricos de

QAOA

-

Por qué la féormula analitica existe. Para grafos d-regulares con p = 1, la
expectativa <FIC> depende solo del entorno local de cada arista. En Cs (d = 2), el
entorno relevante encaja en un grafo de tamano constante. Esto permite una expansion
exacta de (]:Ic> como producto de funciones trigonométricas de ~, 5. Para p > 2, la
vecindad relevante crece con p y la férmula analitica se vuelve intratable.

El paisaje 2D de (ﬁ@(fy, p) para Cs. La funcién

F(v,B8) = 2|1+ 1sin(48) sin(2y) — 1 sin®*(23) cos*(7) sin(2y)

es periédica en v y 3 con periodo 7. Esto reduce la bisqueda a una celda fundamental
pequena. El 6ptimo cae cerca de v* = * = 7/8 ~ 0,393.
El limite tedrico de Farhi—-Goldstone-Gutmann. El articulo original de QAOA

(2014) demostré que para grafos 3-regulares con p = 1 se garantiza ratio de aproxima-
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cion > 0,6924. Para grafos 2-regulares como Cj, el limite tedrico es mas alto. Nuestro
resultado (0,875 en () excede los limites conservadores.

;Bate QAOA al limite Goemans—Williamson? Para p =1, no: 0,875 < 0,879.
Pero Goemans—Williamson es un limite de peor caso sobre todos los grafos; QAOA
puede ser mejor en instancias particulares. Mas importante, QAOA escala con la
profundidad: incrementando p se obtienen mejores ratios.

Concentracién de parametros (parameter concentration). Un fenémeno
empiricamente notable: para grafos de la misma clase, los parametros 6ptimos (v*, 5*)
son casi idénticos para distintas instancias. Esto significa que se puede transferir la
optimizacién: optimizar en un grafo pequefio, aplicar los mismos parametros a un
grafo mas grande.

El proxy del autovalor maximo. (H¢) = 3,50 no significa que medamos C/(z) =
3,5 con probabilidad 1. Significa que la media de los valores medidos es 3,5. Como

C(z) € {0,1,2,3,4} son los unicos posibles, la distribucién esté concentrada en {2,4}

con pesos que dan media 3,5.

A

PASO 5 — Distribucién de probabilidad y lectura del

resultado

Con los pardmetros 6ptimos v* = * = /8, describe cémo se distribuye la probabilidad

entre los 32 estados y explica como se extrae la solucion clasica del Max-Cut.

Solucién detallada:

Con p = 1, el estado cudntico [¢(v*, 5*)) asigna mayor amplitud a los bitstrings de alto
corte. Las 10 soluciones 6ptimas (corte = 4) acumulan aproximadamente el 43 % de la
probabilidad:

Grupo de bitstrings C(z) Prob. acumulada (p = 1)
0 (estado 00000, 11111) 0 ~1%
Corte C' = 2 (10 bitstrings) 2 ~ 26 %
Corte C' = 4 (10 bitstrings 6ptimos) 4 ~ 43 %
Mejora sobre aleatorio (Crana = 2,5) — factor 1,87x

Procedimiento de lectura:
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1. Ejecutar el circuito QAOA Ng,ots veces (tipicamente > 1000).
2. Seleccionar el bitstring de mayor frecuencia entre las medidas.
3. Evaluar clésicamente C'(z) para ese bitstring,.

4. Si C(x) = 4: éxito. Si C(x) < 4: relanzar o aumentar p.

Algoritmo clasico (Greedy) QAOA p=1

Corte esperado 3,0-3,5 /4 3,50 / 4
Ratio de aproximacién 75-87,5 % 87.5%
Coste computacional O(|E)) O(p - |E| - Nghots)

QAOA-p=1enCs: (C)=3,50, ratio=875%, " =p"=3%

Profundizacion: mas alla de p = 1 —ampliacién a QAOA profundo

s N

El limite p = 1 de (5 es ajustado, no 6ptimo. El ratio 87,5 % alcanzado con
p = 1 es el mejor posible para p = 1 en C5. Pero no es el mejor que QAOA puede

hacer si se le dan més recursos:

p  (Ho)max Ratio Nam. pardmetros

1 350 87,5% 2 (m, 1)
2 378  945% 4
3 391 97,7% 6
4 397 99,2% 8
5 399 99.7% 10
00 4,00 100 % 00

Cada incremento en p requiere ~ 20 nuevas puertas. Para QPUs con T5 ~ 100 us y
duracion de puerta ~ 50ns, podemos ejecutar comodamente p = 5 pero no p = 20.
El problema de la optimizacién para p grande. El paisaje de <I§TC>(7, B) con
2p parametros tiene multiples minimos locales. Técnicas modernas: bootstrapping desde
p =1, INTERP heuristic, reinforcement learning, y Quantum Natural Gradient.

Versiones avanzadas: QAOA con mezcladores adaptados. El mezclador

estandar Hg = Y, 0() no es tinico. Variantes: Warm-start QAOA (empezar de una
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A

solucién clasica aproximada), XY mizer (ttil para problemas con restricciones),
Multi-angle QAOA (ma-QAOA).

Robustez al ruido cuantico. QAOA tiene cierta tolerancia natural al ruido: dado
que la solucién se extrae como un bitstring tinico (no como un valor esperado fino),
pequenas fluctuaciones que mantengan la jerarquia de probabilidades de los bitstrings

no degradan la salida. Por eso QAOA se considera ideal para hardware NIS(Q).

N

Conexioén histérica y referencias clave

Hitos de QAOA.

» Farhi, Goldstone, Gutmann (2014) —*“A Quantum Approximate Optimization
Algorithm”. Articulo fundacional. Demostraron el ratio 0,6924 para grafos 3-

regulares en p = 1.
» Wang, Hadfield, Jiang, Rieffel (2018) —generalizacién a problemas restringidos.

» Crooks (2018) —primera demostracién de que QAOA con p moderado supera

Goemans—Williamson en MaxCut sobre instancias estructuradas.
w Streif, Leib (2020) —fenoméno de concentracion de pardmetros.

» Harrigan et al. (Google, 2021) —ejecucién de QAOA en hardware Sycamore
(53 qubits).

» Pelofske, Bartschi, Fidenbenz (2023) —QAOA en hardware IBM a escala 50+

nodos.

Conexion con fisica teérica. QAOA es la version discreta de quantum annealing
(Kadowaki—Nishimori 1998), que a su vez es la cuantizacién de simulated annea-
ling (Kirkpatrick et al. 1983). La cadena conceptual: fisica — optimizacion clasica
— optimizacion cudntica adiabdtica — QAOA discretizada — algoritmo cudntico
variacional.

Aplicaciones reales. Ya se han ejecutado QAOA experimentales en problemas de:

Routing logistico (Volkswagen, 2019).

Optimizacion de carteras (JP Morgan, 2020).

Asignacion de recursos en redes de telecom (Telefénica, 2022).

Prediccion de plegamiento de proteinas (IBM, 2021).
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QAOA con 2 qubits — Ejercicio para clase

Objetivo del ejercicio

Resolver el problema Max-Cut en el grafo mas pequeno posible (n = 2 qubits, |E| =1
arista) usando el algoritmo QAOA con p = 1 capa. Se calculard el circuito completo,
el valor esperado del corte (I:[C)(y7 B) de forma analitica, y se hallardn los pardmetros

6ptimos v*, * que maximizan la probabilidad de medir la soluciéon 6ptima.

Resultado esperado: QAOA con p = 1 alcanza el éptimo exacto C* = 1 para este

grafo, con pardmetros v* = /2, * = 1/8.

(& J

PASO 1 — El problema Max-Cut

Paso 1 — Formulacion

Dado el grafo G = (V, E) con V = {0,1} y £ = {(0,1)}, calcula el valor del corte

C'(z0, 21) para cada asignacién binaria posible e identifica el Max-Cut C*.

Solucién detallada:

El grafo consta de dos nodos unidos por una arista de peso 1:

corte 6ptimo

arista (0,51), w=1
@

5 ={0} S={1}

La funcién de corte para una arista (i, ) es:

C(z0,21) = 1[z0 # 21] = L— (=D 11— (=1)*(-1)

2 2
Estado |Z()Zl> 20 <1 C(Zo,Zl)
100) 0 0 0
|01) 0 1 1 v O6ptimo
|10) 1 0 1 Vv optimo
I11) 1 1 0
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(&

Cc* =1, alcanzado por |01) y |10).

QAOA buscara un estado cuantico |1(7, 5)) cuya distribucién de probabilidad esté
concentrada en {|01) , |10)}.

PASO 2 — Hamiltoniano de coste ﬁc

Paso 2 — Hamiltoniano de coste

Construye el Hamiltoniano de coste Ho en notacion de Pauli y calcula su representacion

matricial 4 X 4 en la base computacional {|00),]01),[10),[11)}. Verifica que sus

autovalores coinciden con los valores de corte del Paso 1.

Solucién detallada:

Para cada arista (i, j) € F, el término del Hamiltoniano es Cj; = (I = Z;Z;), que vale 1

cuando los nodos tienen asignaciones distintas y 0 si son iguales. Con una sola arista (0, 1):

. I —7Zy7
A, =271 (37)
2
Calculo de ZyZ, = Z ® Z:
1 0
7 =
0 —1
1 0 1 0 1 0 0
1 0-
1 0 1 0 0 —1 0 —1 0 -1 0
Lol = ZQL = ® = =
0 —1 0 —1 1 0 1 0 0 0 -1
0 (—1)
0 —1 0 —1 0O 0 0

Calculo de H:
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e _! _1
2 2 2
0010 0 0 -1 0
0001 0 0 0 1
1-1 0 0 0
o 1 o 0
=3 (38)
0 0 1-(-1) 0
0 0 0 1-1
00 0O
 lo1o0o0
Ho =
0010
0000

Verificacion de autovalores:

Hel00) =0, Hel01) = [01),  He[10) = [10), Ho[11) =0

Los autovalores {0,1, 1,0} coinciden exactamente con los valores de corte de la tabla del

Paso 1. He es la proyeccion ortogonal sobre span{|01),[10)}.

PASO 3 — Hamiltoniano mezclador H B

Paso 3 — Hamiltoniano mezclador

Construye el Hamiltoniano mezclador estandar de Grover Hp y calcula su forma
matricial 4 x 4. Justifica por qué su exponencial se factoriza como producto de

rotaciones R, independientes.

Solucion detallada:
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El mezclador estandar aplica X a cada qubit:

Hy=Xo+ X, = X@I+I1® X

Calculo de X ® I:

X®I=

Calculo de I ® X:

I®X =

Suma:

Hp=Xo+ X, =

Factorizacion de la exponencial: Como Xy = X ® [ v X; = I ® X actiian sobre qubits
distintos:
[(Xo, Xi] = [X®I, I® X]=0

Por tanto (formula de Baker-Campbell-Hausdorff con conmutador nulo):

Us(B) = e—wﬁlB — o BXot+Xn) _ o—ifXo | o—ifXy _ —iBX () o—iBX _ R.(28) @ R,(283)
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donde la rotacién R, (6) = e~“2¥ tiene la forma explicita (usando e = cosf I +isin 6 X):

, cos3 —isinpf c —is
R.(28) = e X =cosfI —isinfBX =

I1l
—~

w

Ne)
N~—

—isin 8 cosf3 —is ¢

con la notacién compacta ¢ = cos 5, s = sin 3.

Por qué el mezclador es Hy = > X;. El rol del mezclador en QAOA es explorar
el espacio de soluciones. El operador X; voltea el qubit 7, permitiendo transiciones
>®

entre todos los estados de la base. La superposicién uniforme |+)“" es el tnico estado

propio de Hp con autovalor méximo (+n), y es también el estado inicial de QAOA.

Esto garantiza que el algoritmo empieza explorando el espacio completo.

A J

PASO 4 — Estado inicial |)

Paso 4 — Estado inicial

Calcula el estado inicial de QAOA aplicando la puerta Hadamard a ambos qubits en

el estado |00). Escribe el resultado en forma vectorial y en notacién de Dirac.

Solucién detallada:
La puerta Hadamard H = % [} ,11} crea superposicion uniforme sobre un qubit:

0) + 1)

H10) = =5

+)

Aplicando H ® H a |00):

[%0) = (H ® H)[00) = H|0) @ H|0) = |+) @ [+)

_ o+ 10+ 1)
V2 V2

= 2 (100) +101) + 10) + J11)) (40)
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1
11! 1
[vo) = 5 = [vo) = 5(|00) +[01) +[10) + [11))
1
1

Este estado asigna probabilidad i a cada estado de la base, que es la distribucién de

referencia de un algoritmo clasico aleatorio.

PASO 5 — Capa de fase Ux(7)

Paso 5 — Capa de fase

(a) Calcula la matriz Ugs(y) = e~"H¢ usando la forma diagonal de He.

(b) Aplica Us(y) al estado [1)) y obtén |[¢1) = Uc(7) 1o).-

(c) Describe como implementar Uq(7y) en un circuito cudntico usando puertas CNOT
y R..

Solucion detallada:
(a) Matriz Uc(7):

Como He = diag(0,1,1,0) es diagonal en la base computacional, la exponencial matricial

es inmediata:

UC(’}/) — efz'yHc — diag(@iwho, efz’yAl’ 8717-17 efz')hO)

1 0 0 0
L 0 e 0 0
Uc(y) = e"He =
0 0 e™ 0
0O O 0 1

La fase e~ se aplica exactamente a los estados de corte éptimo |01) y |10). Los estados

sin corte |00) y |11) reciben fase 1 (sin cambio).

(b) Aplicacién a |ig):
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0 e™ 0 0fq|l 1le™-1 1 e ™
1) = Uc(7) ltho) = ==z — =

1) = %(10(» +e701) + e |10) + |11>)

La fase e~*¥ marca los estados de corte éptimo.

(c) Implementacién en circuito:

—iv(I-ZoZ1)

La puerta e /2 se descompone (salvo fase global) como:

e MI=%02)/2 2 CNOTy.,; - (I ® R.(2y)) - CNOT,_, (41)

Verificacién estado a estado, con R, (#) = diag(e=0/2, £9/?):

Entrada CNOT I® R,(2y) CNOT Fase neta

00)  [00)  e]00) e~ [00) e
01)  j01)  etr|ol)  etr|ol) et
110)  J11)  et|1)  etr|10)  eth
11) 110) e [10) e [11) e

—ivZ0Z1/2

El circuito implementa e , que es igual a e=I=%071)/2 galyo la fase global e~/2

(irrelevante).

PASO 6 — Capa mezcladora Ug(f)
Paso 6 — Capa mezcladora
(a) Calcula el producto de Kronecker Ug(f) = R.(20) ® R.(28) de forma explicita.

(b) Aplica Ug(p) a |1) calculando cada una de las cuatro componentes por

separado.

(c) Escribe el estado final |1(7, 8)) en forma compacta.
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Solucion detallada:

(a) Producto de Kronecker:

Usando la notacién compacta ¢ = cos 5, s = sin 3:

UB(B) =

R.(28) ® R.(28) = ®
—18 C
c —is c —18
c —18
—is  cC —1s  cC
c —18 c —is
—18 c
—1s  cC —is  cC
c? —ics —ics —s2
—ics & —s® —ics
Up(B) =
—ics —&? c? —1CS
—s* —ics —ics P

(b) Aplicacién a [¢) = 1(1, e, e, 1)T:

Calculamos [1(7, 8)) =

Componente [00):

Q
g
|

N~ N~ DN~

(usando ¢® — s = cos 23

Ug(B) |11) componente a componente.

(c* — s%) — 2ics e‘”}

cos 23 —isin2p e_w] =A

y 2¢s = sin23)
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Componente [01):

Qg = ; :(—ics) A4 e (=) e+ (—ics) - 1
= ; :—2ics + (* — 5%) e‘”]
= ; —z sin 20 + cos 23 e‘”] =B (44)
Componente [10):
7 . 2\ i 2 i -
0510—2|:<—ZCS)'1+(—S)'6 T4 e+ (—ies) - 1
= ;[—Qics +(*—s%)e | =B (45)

Componente |11):

Q= {(—52) 14 (—ics) - e + (—ics) e T+ 1

N — DN~

{(02 — %) — 2ics e‘”] =A (46)

(c) Estado final compacto:

s N\

[%(7, 8)) = A(]00) + [11)) + B(]01) + [10))

con los coeficientes:
A= (COS 20 — isin2p e‘”)

B:

N — N

(—i sin 23 + cos 23 e‘”)

Por simetria del grafo (J01) y |10) tienen el mismo coste) las dos soluciones éptimas

reciben siempre la misma amplitud B.

. J

PASO 7 — Valor esperado <[:[c>

Paso 7 — Valor esperado

(a) Calcula (Hc)(v, 8) = (W(y, B)| He [¢(7, 8)) usando los resultados del Paso 6.

(b) Desarrolla |B|? explicitamente descomponiendo e™ = cos~y — isin+y.

(c) Escribe la férmula final cerrada de (He) (7, B).
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Solucién detallada:
(a) Expresién en términos de A y B:

Como H¢ [00) = He|11) = 0y He [01) = |01), He [10) = [10):

<I:Icv> = |Oéoo|2 -0 + |Oé(]1‘2 -1 + \a10|2 -1 + |0611’2 -0
=B +|B[* = 2|B|? (47)

(b) Calculo explicito de |B|?*:
Descomponemos e~ 7 = cos~y — i sin ¥:

B = (—i sin 2 + cos 23 (cosy — isin *y))

N =N

(cos 23 cosy —i (sin 23 4 cos 23 sin ’y)) (48)

Re(2B) —Im(2B)

(cos 283 cosy)? + (sin 283 + cos 283 sin 7)2]
cos® 23 cos? y + sin? 23 + 2sin 23 cos 23 sin v + cos® 23 sin® 7}

cos® 23 (cos® 7y + sin® ) +sin® 23 + 2 sin 23 cos 23 sin fy}
L —_————

=1 =sin4p3

cos® 23 + sin” 23 + sin 45 sin v

=1

= i(l + sin4f sin 7) (49)

(c) Férmula final:

(Ho) (7, 8) = 21BP? = 5 (1 + sin4fsin+)

Comprobacién de limites:

= Siy=068=0:(H) = + (igual que un algoritmo aleatorio sobre una arista).

= Méximo tedrico: sindfsiny =1 = (He)max = 1 = C*.
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PASO 8 — Optimizacion de parametros

Paso 8 — Optimizacion

Halla los parametros 6ptimos v*, 5* € [0, 27) que maximizan (fIC>(7, B). Calcula el

valor maximo del corte esperado.

Solucion detallada:

La funcién a maximizar es:
1 ) )
F(1,8) = 31 +sin 45 5in)

El méximo global de sin4f - siny es +1, alcanzado cuando ambos factores valen +1

simultaneamente:

sindf=1 = 468°=1 = |p= g ~ 0,3927 rad

m
2

*

siny=1 = |7 =—-~1,5708 rad

NS

A

1
<Hc>méx = 5(1 + 1) —1=-C"

Ratio de aproximacién = % = % =100 %
QAOA con p =1 es exacto para este grafo.
v (rad) § (rad) (Hc)
0 0 0,500
/4 /8 0,854
/3 /8 0,933
/2 7/8 1,000

Paisaje de optimizaciéon. La funcién f(~v, ) = %(1 + sin 4/ siny) tiene un unico
maximo global (médulo periodicidad 7) en (v*, 8*) = (7/2,7/8). Para grafos de una
sola arista, el problema de optimizacion tiene soluciéon analitica exacta porque la

funcién objetivo se factoriza. Para grafos méas complejos (donde las aristas interactian
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a través de nodos compartidos) la funcién objetivo es una suma de términos que no

se factoriza y requiere optimizacion numeérica.

PASO 9 — Estado final y probabilidades

Paso 9 — Estado final y medicién

Con v* =n/2y * = 7/8, calcula:

(a) Los coeficientes A* y B* explicitamente.

(b) El estado cuéntico final [¢*).

(d) El valor del corte esperado medido.

(c) Las probabilidades de medida P(|z921)) para cada estado de la base.

Solucién detallada:

(a) Coeficiente A*:

Con f* = 7/8: cos2f* = cos(m/4) = %, sin 2% = sin(m/4) = %
Con v* = 71/2: €72 = cos(—m/2) + isin(—7/2) = —i.

A" = <COS 28" —isin25" - 6_”*>

(h-15)-

N~ N~ N =
SEE
[\ [\

(yaquei-(—1) = —i* = +1)

(b) Coeficiente B*:

(b) Estado final:
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[y = A*(]00) + [11)) + B*(|01) +]10)) = ;;(|01> +10))

Este es el estado de Bell [¥*) (con fase global —i).

(c) Probabilidades de medida:

P(00)) = [4°[2 = 0 (52)
Pou) =15 = | = 5T -] (53
P(110)) = B = (54)
P(11)) = |42 = 0 (55)

Estado |z0z1) C(z0,21) P(]2021)) Optimo

100) 0 0 —
01) 1 1/2 v
|10) 1 1/2 v
|11) 0 0 —

(d) Valor del corte esperado:

((J):0-P(|OO>)+1-P(|01))+1-P(|10>)+O-P(|11>):0+;+;+0:1:C* v

-

Cualquier medicion del estado [1)*) produce siempre una solucién 6ptima: |01) o [10)

con probabilidad % cada uno.

P(éptimo) = P(|01)) + P(]10)) =1
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PASO 10 — Verificacion de unitariedad

Paso 10 — Verificacion

Verifica que el operador total del circuito QAOA U = Ug(B) Uc(y) es unitario,

comprobando que UTU = I, para los pardmetros 6ptimos v* = 7/2, 8* = 7/8.

Solucion detallada:

El operador QAOA completo es:

U(v,8) =Us(B) Uc(v)

Ambas matrices son unitarias por construccion:

= Uc(7) es diagonal con entradas de médulo 1: U}, = Ugt.

s Up(B) = Ry(28) ® R,(28) es producto tensorial de unitarias: U}, = Ug'.

El producto de matrices unitarias es unitario:

(UBUC)T(UBUC) — U(TJULUBUC = U(T;I4UC = UCTJUC = [4 v
Verificacién adicional de normalizacion:
*\ |2 * |2 *12 *2 *12 1 1
|1 |2 = A*? + |B*? + |B* P+ |A*P=0+-+-+0=1 V

2 2

Resumen completo del algoritmo

s N

Paso Operacién Estado (vectorial) Nota

0 |00) (1,0,0,0)T inicio

1 H®H :(1,1,1, 1) superposicién uniforme
2 Uc(r/2) 1(1,—i,—i,1)7 fase —i en |01),]10)

3 Up(r/8)  (0,1,1,0)7 amplifica [01) ,]10)

4 Medicion  |01) 6 |10) P =1, ambas 6ptimas

7= B =T (Hodue=1=0C", Ploptimo)=1
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Extensién a grafos mas grandes

El método es idéntico para cualquier grafo G = (V| E):

1. Construir Hy = > (,j)eE # (una suma de operadores de dos qubits).

2. Aplicar Ugs(y) como producto de puertas CNOT-R,-CNOT por arista.

3. Aplicar Ug(B) = , R.(23) qubit a qubit.

4. Medir (H¢) como media de muchas ejecuciones y optimizar (7, §) clésicamente.
Para grafos complejos, p = 1 ya no es exacto (la férmula analitica involucra inter-
acciones entre aristas adyacentes) y se necesita aumentar p para mejorar el ratio de

aproximacion.

A
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