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PREFACIO

La docencia en una asignatura de Matematicas para alumnos de algin
Grado de las Ciencias Experimentales (Biologia, Ambientales, Bioquimica,...)
siempre supone un gran reto para cualquier profesional, ya que un curso
de Matematicas dirigido a este tipo de alumnos no deberia ser un curso a
base de definiciones, teoremas y demostraciones (como los cursos dirigidos a
estudiantes del Grado de Matemadticas), pero tampoco deberia ser un mero
conjunto de recetas y féormulas.

En mi opinién, un curso de este tipo debe ir enfocado a que los alumnos
descubran que los Modelos Matematicos constituyen una ayuda inestimable,
porque facilitan enormemente el andlisis sistematico de los estudios experi-
mentales, y porque proporcionan soluciones automaticas y cientificas, ademés
de una interpretacion sencilla de los resultados obtenidos.

Los diferentes capitulos de este libro corresponden a una seleccion de
algunos de los Modelos Matematicos mas interesantes para las Ciencias Ex-
perimentales:

e Funciones de una variable

Integracion

e Ecuaciones diferenciales

Aplicaciones del calculo matricial
e Funciones de varias variables

Fuera de esta seleccion quedan modelos tan interesantes y necesarios
para las aplicaciones como son los Modelos de Probabilidad y los Mode-
los Estadisticos, los cuales tienen entidad suficiente como para merecer libros
aparte.

Como se indicaba al principio, el objetivo esencial de este libro es que los
alumnos descubran cémo se pueden aplicar diferentes Modelos Matematicos
a los problemas que surgen en las Ciencias Experimentales, y cémo se pueden
interpretar los resultados obtenidos. Por este motivo, la solucién completa y
detallada de todos los ejercicios propuestos en cada capitulo se ofrece al final
del libro.

Este libro es el fruto del trabajo desarrollado, durante muchos anos, im-
partiendo docencia en asignaturas de Matematicas y Estadistica en diferentes
Grados de la Facultad de Ciencias de la Universidad Auténoma de Madrid,
en la que ha sido un placer desempenar casi toda mi vida profesional.
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Funciones de una variable






1.1. Introduccion

Una de las primeras necesidades que surgen en las Ciencias Experimen-
tales es la de poder expresar, aproximadamente, los valores de una variable
Y en funcién de los valores de otra variable X. Por ejemplo, podemos estar
interesados en expresar:

e El peso de las personas (Y) en funcién de su estatura (X).

e El peso de las aves de una especie (V') en funcién de su envergadura
(X))

e El nivel medio de contaminacién semanal (Y) en funcién de las preci-
pitaciones que se han producido (X).

e La altura del oleaje (Y') en funcién de la velocidad del viento (X).

e Elnimero de ejemplares (V) de una especie en cierto habitat en funcién
del tiempo (7).

e La concentracién de oxigeno en el agua (X) en funcién del tiempo (7).

La variable Y puede recibir distintos nombres: variable dependiente, va-
riable de interés, variable respuesta,... La variable X también puede recibir
diferentes nombres: variable independiente, variable explicativa,...

El modelo matematico que utilizamos para expresar una variable Y en
términos de otra variable X es la funcién de una variable. Este mo-
delo, no sélo permite expresar una variable en funcién de otra, sino que las
herramientas asociadas a este modelo (limites, derivadas,...) nos permiten
abordar y expresar, de manera sencilla, muchos aspectos interesantes de la
relacién entre las dos variables.

1.2. Funcion de una variable

Definicién. Una funcién de una variable, y = f(x), es el modelo
matematico que nos dice cudl es el valor de la variable Y para cada posible
valor de la variable X.

Algunas veces tiene sentido considerar todos los valores de la recta real
como posibles valores de X, otras veces tiene sentido considerar para X
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solamente los valores positivos, otras veces consideraremos un intervalo, etc.
En general, los valores posibles de X reciben el nombre de dominio.

A continuacion, vamos a ir repasando todos los conceptos y herramientas
habitualmente relacionados con las funciones de una variable (continuidad,
derivadas, asintotas,...) pero poniendo especial énfasis en su utilidad y en su
interpretacion.

1.3. Discontinuidades

Definicién. Una funcién y = f(x) es continua en un punto xo, cuando:

lim f(z) = lim f(z)= f(xo).
Lo més importante para nosotros de esta definicién es entender el signifi-
cado intuitivo que puede tener una discontinuidad:

Ejemplo 1. Consideremos la funcién N = f(t) que expresa el nimero
de ejemplares de una especie en una reserva natural en funcién del tiempo.
Una discontinuidad en un instante ¢y representa una variaciéon brusca en
el nimero de ejemplares. Si la discontinuidad tiene un salto hacia abajo,
representa una disminucién brusca de la poblacién como consecuencia, por
ejemplo, de un desastre natural. Si la discontinuidad presenta un salto hacia
arriba, representa un aumento brusco de la poblaciéon como consecuencia,
por ejemplo, de una suelta de ejemplares para repoblar la zona.

En cualquier caso, conviene destacar que la mayoria de las funciones que
vamos a utilizar en las Ciencias Experimentales son funciones continuas.

1.4. Derivadas

La derivada de una funcién es una herramienta enormemente 1til para
estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién, sus
maximos, minimos,... Pero, sobre todo, es enormemente 1til porque su in-
terpretacion juega un papel central en muchos fenémenos experimentales.

Definicién. La derivada de una funcién y = f(x) en un punto x, es:

(o) = lim f(wo+h) — f(l"o).

h—0 h

Ver la Figura 1.1 para la interpretacion grafica de esta definicion.
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Figura 1.1: Interpretacion gréfica de la derivada.

La funcién derivada se suele representar como 3’ = f’(z). Por supuesto,
podemos considerar también la derivada segunda, 3" = f”(x), y asi sucesi-
vamente. En todo lo que viene a continuacién supondremos la existencia de
derivadas de las funciones que estemos analizando. Dicho de méanera gréfica,
supondremos que estas funciones son suficientemente suaves.

A partir de la definicién de derivada se van obteniendo una serie de reglas
que permiten obtener, de manera sencilla, la derivada de cualquier funcién.
Estas reglas las supondremos previamente conocidas.

Es fundamental tener claro el significado de la derivada de una funcion.
A partir de la definicién y de la Figura 1, es facil darse cuenta de que la
derivada de y = f(z) en xo proporciona la pendiente de la curva y = f(z)
en el punto zy. Expresado en términos mas intuitivos:

Significado de la derivada
y' = f'(x) representa la variacién de la variable Y por cada unidad

que aumenta la variable X.

Dicho de otra manera:

La derivada 3’ = f'(z) representa la velocidad de variacién de la
variable Y con respecto a X.

Andlogamente, la derivada segunda, y” = f”(x), representaria la veloci-
dad de variacién de y', y asi sucesivamente.

Ejemplo 1 (continuacién). Sila funcién N = f(t) expresa el nimero
de ejemplares de una especie en una reserva natural en funcion del tiempo,
su derivada, N’ = f'(t), representa la variacién del tamano de la poblacién
por unidad de tiempo, es decir, la velocidad de variaciéon del numero de
ejemplares con respecto al tiempo.
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1.5. Crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos
relativos

Una de las aplicaciones esenciales de las derivadas es que son muy ttiles
para hallar los intervalos donde una funcién crece o decrece, y para hallar
maximos y minimos relativos de una funcién.

Los intervalos en los que una funcién crece o decrece, asi como los maximos
y minimos relativos pueden estudiarse con la primera derivada. El razo-
namiento es muy sencillo, y utiliza el significado de la derivada que se ha
dado anteriormente:

Cuando una funcién, y = f(x), es creciente en un intervalo, su velocidad
de variacion es positiva, es decir, su derivada primera es positiva. Esto se
traduce en una regla muy sencilla:

Regla
Cuando ' = f'(z) > 0 en un intervalo, la funcién es creciente en

ese intervalo.

Cuando una funcién, y = f(z), es decreciente en un intervalo, su veloci-
dad de variacion es negativa, es decir, su derivada primera es negativa. Esto
se traduce en una regla muy sencilla:

Regla
Cuando ¥ = f'(z) < 0 en un intervalo, la funcién es decreciente

en ese intervalo.

Veamos ahora los maximos y los minimos relativos:

La funcién y = f(x) presenta un méximo relativo en el punto zo cuando
en ese punto la funcién pasa de ser creciente a ser decreciente. Es decir,
cuando y' = f’(x) pasa de ser positiva a ser negativa. En resumen, tenemos
la siguiente regla:

Regla
La funcién y = f(z) presenta un maximo relativo en z, cuando

ocurren las siguientes cosas:

1. f'(zo) = 0.
2. Antes de g, la derivada primera es positiva.

3. Después de z(, la derivada primera es negativa.
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La funcién y = f(x) presenta un minimo relativo en el punto z cuando
en ese punto la funcién pasa de ser decreciente a ser creciente. Es decir,
cuando y' = f'(z) pasa de ser negativa a ser positiva. En resumen, tenemos
la siguiente regla:

Regla
La funcién y = f(z) presenta un minimo relativo en z, cuando:
1. f'(zo) = 0.

2. Antes de zy, la derivada primera es negativa.
3. Después de z, la derivada primera es positiva.

Muy frecuentemente, se utiliza la derivada segunda, f”(z), para deter-
minar si nos encontramos ante un maximo o un minimo relativo. Pero, como
se acaba de indicar, eso es innecesario. Es suficiente con analizar la derivada
primera.

El programa de trabajo para deteminar zonas de crecimiento, decre-
cimiento, maximos y minimos relativos es el siguiente:

1. Calculamos la derivada primera, y' = f'(z).

2. Planteamos y resolvemos la ecuacién f'(z) = 0. Las soluciones de esta
ecuacién serdn los potenciales maximos y minimos relativos (puntos
criticos).

3. Determinamos si la derivada es positiva o negativa entre los puntos
criticos. Para esto, bastara con evaluar esta derivada en un punto de
cada uno de los intervalos obtenidos.

4. Aplicamos las reglas descritas anteriormente.

Veamos todo esto en un ejemplo:

Ejemplo 2. Consideramos la funcién y = % — 222 4 3z + 5. Aplicamos
los pasos anteriores:

1. Calculamos la derivada primera:
v =f(z) =242 +3

2. Planteamos la ecuacién f/(z) =0 = 2 —4r+3=0 =
Obtenemos las soluciones t =1y x = 3.
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3. Por ejemplo, para x = 0: f'(0) = 3 > 0. Tenemos que f'(x) > 0, para
r <1

Por ejemplo, para © = 2: f/(2) = —1 < 0. Tenemos que f'(z) < 0,
para z € (1,3).

Por ejemplo, para = 4: f'(4) = 3 > 0. Tenemos que f'(z) > 0, para
T > 3.

4. Tenemos la situacién que se puede ver en la Figura 1.2.

Fx)>0  fF(1)=0  f(x)<0 F(3)=0  F(x)>0

Creciente x=1 Decreciente x=3 Creciente
Maximo Minimo

Figura 1.2: Ejemplo 2.

En resumen:

Para x < 1, la funcién es creciente.

Para x = 1, la funcién presenta un maximo relativo.
Para x € (1, 3), la funcién es decreciente.

Para x = 3, la funcién presenta un minimo relativo.
Para x > 3, la funcién es creciente.

1.6. Concavidades y puntos de inflexiéon

Otra de las aplicaciones fundamentales de las derivadas es su utilizacion
para estudiar el tipo de concavidad y los puntos de inflexién de una funcion.
Para este estudio necesitaremos la segunda derivada.

Las funciones presentan concavidades hacia arriba o concavidades hacia
abajo en un intervalo cuando son de la forma indicada en la Figura 1.3.

Observemos, en primer lugar, el caso de la concavidad hacia arriba. Si
nos fijamos en la Figura 1.3, observaremos que Y crece cada vez mas deprisa,
es decir, su velocidad de variacién es cada vez mayor, lo cual significa que
y' = f'(x) es creciente. Por tanto, su derivada, y” = f”(z), tiene que ser
positiva:
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Regla
Cuando y” = f”(z) > 0 en un intervalo, la funcién presenta una

concavidad hacia arriba en ese intervalo.

Observemos, ahora, el caso de la concavidad hacia abajo. Si nos fijamos
en la Figura 3, observaremos que Y crece cada vez mas despacio, es decir, su
velocidad de variacién es cada vez menor, lo cual significa que ¢y = f'(x) es
decreciente. Por tanto, su derivada, y” = f”(z), tiene que ser negativa:

Regla
Cuando 3" = f’(z) < 0 en un intervalo, la funcién presenta una

concavidad hacia abajo en ese intervalo.

y y

X X

Coéncava hacia arriba Coéncava hacia abajo

Figura 1.3: Tipos de concavidad.

Un punto de inflexién es un punto z( en el que se produce un cambio
en el tipo de concavidad. Ver Figura 1.4.

y y

=
(=]
<
T
=

Punto de inflexién Punto de inflexion

Figura 1.4: Puntos de inflexion.

P11
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Al haber un cambio en el tipo de concavidad, la derivada segunda pasa
de ser positiva a ser negativa, o al revés. En resumen, tenemos:

Regla
La funcion presenta un punto de inflexiéon en zy cuando ocurren

las siguientes cosas:

L f"(x0) =0

2. La derivada segunda cambia de signo.

Es muy frecuente evaluar la derivada tercera, f(x), para determinar si
nos encontramos ante un punto de inflexién. Pero, como se acaba de indicar,
eso es innecesario. Es suficiente con analizar la derivada segunda.

Una propiedad interesante de los puntos de inflexion es la siguiente:

En un punto de inflexién, la derivada primera pasa de ser creciente a
ser decreciente (o al revés). Es decir, en un punto de inflexién, la derivada
primera alcanza un méximo (o un minimo). Pero la derivada primera es la
velocidad de variacién de Y, asi que, por tanto:

Significado de un punto de inflexién
En un punto de inflexién, la velocidad de variacién alcanza un

maximo (o un minimo).

El programa de trabajo para deteminar los distintos tipos de concavidad
de una funcién y sus puntos de inflexion es el siguiente:

1. Calculamos la derivada segunda, y" = f"(z).

2. Planteamos y resolvemos la ecuacién f”(z) = 0. Las soluciones de esta
ecuacién seran los potenciales puntos de inflexién.

3. Determinamos cémo es la derivada segunda (positiva o negativa) entre
los potenciales puntos de inflexion. Para esto, bastard con evaluar esta
derivada segunda en un punto de cada uno de los intervalos obtenidos.

4. Aplicamos las reglas descritas anteriormente.

Veamos todo esto en un ejemplo:

Ejemplo 2 (continuacién). Consideramos la funcién y = ? —22% 4
3z + 5. Aplicamos los pasos anteriores:
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1. Calculamos la derivada segunda:

2. Planteamos la ecuacién f”(z) = 0 = 2 —4 =0 =
Obtenemos la solucién x = 2.

3. Por ejemplo, para z = 0: f”(0) = —4 < 0. Tenemos que f”(z) < 0,
para z < 2.
Por ejemplo, para z = 4: f”(4) =4 > 0. Tenemos que f”(x) > 0, para
x> 2.

4. Tenemos la situacion que se puede ver en la Figura 1.5.

f7(x)<0 £7(2)=0 f7(x)>0
Céncava x=2 Céncava
hacia abajo Punto de hacia arriba
inflexion

Figura 1.5: Ejemplo 2 (continuacién).

En resumen:

Para z < 2, la funcién es céncava hacia abajo.

Para x = 2, la funcién presenta un punto de inflexion.
Para x > 2, la funcién es céncava hacia arriba.

1.7. Asintotas

Las asintotas con mas interés en las aplicaciones son las asintotas hori-
zontales y las asintotas oblicuas. Las estudiamos a continuacién.

Definicidén.- La funcién y = f(z) tiene una asintota horizontal (por
la derecha) en la recta y = yo cuando:

lim f(x) =1yo

T—00

De manera andloga, podemos hablar de asintotas horizontales (por la izquierda),
cuando x — —o0.
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El significado grafico de una asintota horizontal (por la derecha) se puede
ver en la Figura 1.6. El significado intuitivo es sencillo:

Significado de una asintota horizontal (por la derecha)

Si y = yo es una asintota horizontal, esto significa que, para
valores grandes de X, el valor de Y tiende a estabilizarse en el
valor .

Figura 1.6: Asintota horizontal.

El procedimiento para encontrar una asintota horizontal (por la derecha)
es sencillo:

1. Calculamos lim, ., f(z).

2. Si este limite tiene un valor finito, yo, la recta y = 1o es asintota
horizontal. En caso contrario, no existe asintota horizontal.

Definicién. La funcién y = f(z) tiene una asintota oblicua (por la
derecha) en la recta y = ma + b cuando:

lim [f(z) —mx — b =0

T—r00
De manera anéloga, podemos hablar de asintotas oblicuas (por la izquierda),

cuando x — —o0.

El significado gréafico de una asintota oblicua se puede ver en la Figura
1.7. El significado intuitivo es sencillo:
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Significado de una asintota oblicua

Si y = mx + b es una asintota oblicua, esto significa que, para
valores grandes de X, la velocidad de variaciéon de Y con respecto
a X tiende a estabilizarse en el valor m.

Figura 1.7: Asintota oblicua.

La interpretacion anterior ayuda a disenar un procedimiento sencillo para
encontrar una asintota oblicua:

1. Calculamos lim, o f'(z).

2. Si este limite tiene un valor finito y distinto de cero, m, puede existir
una asintota oblicua cuya pendiente es m. En caso contrario, no existe
asintota oblicua.

3. Finalmente, calculamos lim,_,..[f(x)—mz]|. Si este limite tiene un valor
finito, b, este seria el término independiente de la asintota oblicua.

Un procedimiento alternativo (muy habitual, aunque menos intuitivo)
para calcular la pendiente, m, de una asintota oblicua es el siguiente:

m = lim —f(z)
T—00 €T

Aplicando la regla de I’'Hopital, se ve facilmente que los dos procedimientos
coinciden.





