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PROLOGO

Este libro contiene el material necesario para un curso de Inferencia
Estadistica de un ano de duracién. Aunque todavia en algunos planes de
estudio, tanto de licenciaturas como de ingenierias, existe un curso sobre
Célculo de Probabilidades y Estadistica, cada vez es més frecuente el abor-
dar el estudio de la Inferencia Estadistica en un curso propio separado del
Calculo de Probabilidades.

En esta linea este texto estd pensado para estudiantes de Estadistica, en
Matemaiticas, Biologia, Economia, Informética, Ingenierias, Medicina, Psi-
cologia, Sociologia, y en definitiva para los que estén interesados en mo-
delizar la incertidumbre mediante la probabilidad para extraer conclusiones
de esta modelizacién. El libro recoge lo que en mi opinién es la naturaleza de
la Estadistica moderna: un equilibrio entre el andlisis de datos -con especial
atencién a las representaciones grificas-, y los modelos matemaéticos, ambas
cosas realizadas con el creciente concurso del ordenador.

Los prerrequisitos incluyen nociones de probabilidad bésica, adema&s de
los resultados usuales de cdlculo, dlgebra matricial y andlisis real.

Los teoremas y demostraciones se incluyen cuando su enunciado y su
demostracién son necesarios para una correcta comprension del texto y siem-
pre que se mantengan dentro del nivel de complejidad y abstracciéon que se
ha querido dar al libro. Al final de cada capitulo se incluye una coleccién de
aproximadamente 25 problemas, cuya solucién detallada ha sido realizada
en colaboracién con la profesora Paloma Main Yaque.

En cuanto al contenido del texto, los dos primeros capitulos constituyen
la introduccién a la "Teoria de la Inferencia Estadistica", estudian los es-
tadisticos muestrales, los diagramas de tallos y hojas y de cajas, las dis-
tribuciones asociadas al muestreo con la distribucién normal, los estadisti-
cos ordenados y los principios de reduccién de datos. Se recomienda espe-
cialmente la atenta lectura de los principios de verosimilitud, suficiencia y
condicionalidad; el significado de los mismos, junto al teorema de Birnbaum,
son fundamentales para una correcta interpretacion de los distintos proce-
dimientos que integran la Inferencia Estadistica. También se ha incluido el
concepto de intercambiabilidad como una manera mas razonable que la in-
dependencia para recoger la informacién suministrada por la muestra. Este
concepto es de capital importancia pues justifica la aproximacion bayesiana
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a la inferencia.

Los Capitulos 3, 4 y 5, se dedican a la estimacién por punto, la estimacién
por regiones y el contraste de hipdtesis, que constituyen el niicleo central
de la Inferencia Estadistica. Un aspecto importante en la manera de desa-
rrollar estos capitulos, es la diferenciacién entre los métodos de obtencién
de las distintas técnicas y los métodos de evaluacién de las mismas, que
son tratados a continuacién. Este tratamiento permite que los tres métodos
usados para eliminar la incertidumbre presenten una estructura uniforme.

Los tres Capitulos finales contienen aplicaciones especificas, asi el Capi-
tulo 6 es una introduccién a la Teoria de la Decisién Estadistica, el Capitulo
7 aborda el Analisis de la Varianza y la Regresién Lineal y el Capitulo 8 la
Inferencia no Paramétrica.

Tres aspectos hacen singular, en mi opinién, a este libro. El primero es
que los métodos bayesianos y los clasicos son desarrollados a la vez sin ningtin
tipo de menoscabo de unos frente a otros, aunque el autor es partidario de
la aproximacion bayesiana. Asi a continuacién de los estimadores por punto
clasicos se estudian los estimadores por punto bayesianos. Después de los
intervalos de confianza los intervalos creibles y siguiendo a los contrastes de
hipétesis mediante la teorfa de Neyman y Pearson, los contrastes bayesianos
y los factores Bayes. Ademads, tras cada método, segin corresponda, se es-
tudia su comportamiento frente a la distribucién en el muestreo, recogido
en el criterio del error cuadratico medio, y frente a la distribucién inicial,
recogido en la pérdida final esperada. El estudio conjunto de estas dos apro-
ximaciones hace que se haya incluido en el Capitulo 7 el andlisis bayesiano
de la varianza, que no esta en otros textos de nivel parecido, ya que o sélo
utilizan la aproximacién cldsica o sélo la aproximacién bayesiana. Asi mis-
mo, en el Capitulo 6, sobre la "Teoria de la Decisién Estadistica", se incluye
la paradoja de Stein, presentada de la manera méds elemental posible, para
poner de manifiesto las anomalias que presentan los métodos cldsicos cuando
la dimensién del pardmetro es mayor o igual que tres.

El segundo aspecto es que al final de cada Capitulo se incluye una apro-
ximacion histérica de la evolucién de las ideas que han sido desarrolladas
en el mismo, incluyendo unas pinceladas biogrédficas de quienes mds han
contribuido al desarrollo de las mismas.

El tercer aspecto es la publicacién de la solucién detallada de los ejercicios
de final de capitulo como un eficaz complemento de las ideas desarrolla-
das. Con frecuencia, el alumno echa de menos una coleccién de ejercicios
resueltos que le permitan aclarar y comprobar si ha asimilado correctamente
los conocimientos expuestos.

No se discute en el texto ningin paquete de programas, pero en la re-
solucién de los problemas se ha utilizado S, SPSS y Statgraphics; pudiendo
utilizarse otros paquetes también. El libro ha sido empleado para impartir
durante todo un curso 4 horas de clase y una de laboratorio por semana. La
utilizacién de un paquete estadistico permite tratar problemas mds reales y
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ayuda a aclarar aspectos que de otra manera son més dificiles de comprender.

Quiero expresar mi agradecimiento a todas las personas a las que debo
mis conocimientos en el campo de la Estadistica, desde aquella primera
versién traducida al castellano del libro de Cramér en el que por primera vez
lef sobre estas ideas y aquellas primeras clases que, impartidas por el profesor
Sixto Rios, me pusieron en contacto con la Estadistica en la Licenciatura
de Matemdticas de la Universidad Complutense. A todos los companeros,
tanto los anteriores como los actuales, del Departamento de Estadistica e
Investigacién Operativa de la Complutense de Madrid, muchas gracias, y en
particular a los profesores Jests Artalejo, Antonio Gémez, Eusebio Gémez,
Paloma Main, Javier Montero, Luis Sanz y Teéfilo Valdés, que me han su-
gerido cambios y aclaraciones. Finalmente quiero dar las gracias a Pedro
Ortega por su trabajo de verter el manuscrito inicial al Latex.

Madrid, enero de 2005.
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Capitulo 1

INTRODUCCION A LA
ESTADISTICA
MATEMATICA Y
ESTADISTICOS
MUESTRALES

1.1. INTRODUCCION

Dentro del Célculo de Probabilidades se pretende calcular la probabili-
dad de ciertos sucesos a partir de probabilidades calculadas de otros sucesos
mads simples. Asi, si se supone que un determinado experimento aleatorio se
puede modelizar mediante una variable aleatoria de Bernoulli de pardmetro
# conocido, la probabilidad de que el suceso éxito se presente en dos repeti-
ciones consecutivas del experimento es 6.

En esta linea, se dice que el Calculo de Probabilidades utiliza un ra-
zonamiento deductivo. Asi, tras modelizar la incertidumbre mediante la
probabilidad, es posible utilizar dicho razonamiento para llegar a obtener
probabilidades de sucesos méas complicados a partir de las probabilidades de
sucesos més simples.

En cuanto a la Inferencia Estadistica, Cramér (1945) dice:

El objetivo fundamental de la Teoria Estadistica consiste en
investigar la posibilidad de extraer de los datos estadisticos in-
ferencias validas.

Se admite que los datos estadisticos deben de poseer una caracteristica

1



2 INFERENCIA ESTADISTICA

que tiene un significado preciso, que es la aleatoriedad. Fisher (1958) dice que
la ciencia estadistica es esencialmente una rama de la matemadtica aplicada:

La FEstadistica puede ser mirada como el estudio de pobla-
ciones, como el estudio de la variacidon y como el estudio de
métodos de reduccion de datos.

y anade Fisher que el significado original de la palabra Estadistica sugiere
que ésta surge con el objetivo de estudiar colectivos humanos viviendo en
unién politica, aunque més tarde ha ido ampliando su campo de aplicacién
primero a la Biologia y, después, a la Economia y a todas las restantes
ciencias experimentales.

Lindley (1965) ve la Estadistica como el anélisis de cémo los grados de
opinién son alterados por los datos.

Kendall y Stuart (1969) afirman:

La FEstadistica es la rama del método cientifico que se en-
frenta con datos obtemidos contando o midiendo elementos de
poblaciones asociadas a fendmenos naturales.

Breiman (1973) dice:

La diferencia entre un modelo probabilistico y un modelo es-
tadistico es que en el primero la probabilidad estd totalmente
especificada, mientras que en el sequndo la distribucion de pro-
babilidad es desconocida. Todo lo que se conoce son algunas ca-
racteristicas de esta distribucion de probabilidad.

Cox (1973) establece:

La FEstadistica pretende elegir un elemento de entre una fa-
milia P de modelos de probabilidad, que en la mayor parte de los
casos es conocida excepto por un numero limitado de pardmetros
desconocidos, para responder a gson los datos consistentes con
la familia P? Suponiendo que los datos han sido obtenidos de
uno de los modelos de P, squé puede concluirse sobre los va-
lores de los pardmetros desconocidos o acerca de los valores de
observaciones extraidas del mismo modelo?

Por tltimo, segiin Lehmann (1978):

La FEstadistica trata de la recogida de datos asi como de su
andlisis e interpretacion.
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Basados en las definiciones anteriores se puede decir que la Inferencia
Estadistica pretende, dados unos datos sujetos a incertidumbre, obtener el
conocimiento de los pardmetros, en un sentido amplio, del modelo de Célculo
de Probabilidades que aceptablemente se ajuste a dichos datos. En este
sentido, la Inferencia Estadistica utiliza un razonamiento de tipo inductivo.

Un proceso de fabricacién, a lo largo del tiempo, puede producir a veces
algin elemento defectuoso. La probabilidad 6 de que un elemento cualquiera
sea defectuoso es desconocida. De toda la produccién se extraen al azar n
elementos y con estos datos se trata de conjeturar el valor de 6.

El ejemplo explicita los elementos con los que se va a trabajar: a saber,
una poblacién, una muestra: los n elementos observados; y una distribucién
de probabilidad. La poblacién se puede considerar que es una variable aleato-
ria con distribucién de Bernoulli de pardmetro 6, donde 6 es la probabilidad
de producir un elemento defectuoso, los n elementos son la repeticién con
independencia, de n variables aleatorias de Bernoulli y lo que se pretende,

iazi nfi z;
basados en la distibucién de probabilidad de la muestra 6T (1 —6) T |
es conocer el valor de 6. En la misma linea se puede considerar un ejemplo
un poco mas complicado. Se suponen almacenadas gran cantidad de semillas
en condiciones constantes de temperatura y humedad. Las semillas se van
deteriorando a lo largo del tiempo, de tal forma que existird una funcién
r(t) que indique la proporcién de semillas que en el instante ¢ contindan
siendo vélidas. Si en sucesivos instantes de tiempo t1,...,ts se toman ca-
da vez n semillas y se observa que continidan validas ri, ..., 7s; se trataria
de determinar la funcién r(t) al menos en los instantes ¢; con i = 1,...,s.
En este caso la distribucién de probabilidad de la muestra viene dada por

S
[T () (r(t:))" (1 = r(t;))" ™. En esta situacién no existe el pardmetro 6 o
=1

més bien el pardmetro, en sentido amplio, es la funcién r(t). Por tltimo,
un experimentador realiza n observaciones x1,...,x, con vistas a determi-
nar una cantidad 6, que él desconoce, pero supone que estas observaciones
pueden ponerse en la forma x; = 0+¢; i =1,...,n. Donde ¢; son los errores
contenidos en cada observacién que se suponen independientes y distribuidos
mediante una distribucién N(0,0) normal de media cero y de desviacién
tipica o desconocida. La distribucién de probabilidad de la muestra viene
dada a partir del producto de n variables N (0, ). En este caso se desea deter-
minar el valor del pardmetro desconocido §. Todas estas situaciones pueden
resumirse en que se tiene una v.a. X y sobre la o-dlgebra de Borel de R, estd
definida una familia de distribuciones de probabilidad P = {P|0 € ©}. A lo
largo de lo que sigue se ird concretando el problema en distintas direcciones.

Asi, se hablara de la estimacion por punto cuando sélo se esté interesado
en la eleccién de un determinado valor para 6, se hablard de la estimacion por
intervalo cuando se quiera obener un subconjunto de © al que pertenezca
la distribucién con la que se estd trabajando, y se hablard del contraste



4 INFERENCIA ESTADISTICA

de hipdtesis cuando se pretenda inicamente elegir entre dos subfamilias de
distribuciones de probabilidad Py P’. A continuacién se estudiara la Teoria
de la Decision como un modelo méas general que unifica las aproximaciones
anteriores, para acabar trasladando estos problemas al caso no paramétrico.

1.2. ESTADISTICOS MUESTRALES

El modelo matematico de la Inferencia Estadistica viene dado por una
variable aleatoria X a la que se llama universo o poblacién cuya funcién
de distribucién F' viene determinada por algin elemento de una familia P
de distribuciones de probabilidad. En los ejemplos dados en la seccién 1.1
F era la distribucion de Bernoulli de pardametro 6, o la normal de media
6 y varianza desconocida, o una Binomial(n,m(t)) con 7(t) variable. El
problema es determinar el elemento de la familia de distribuciones de pro-
babilidad para X. Para esto de dispone de cierta informacién que se concre-,
mediante la observacién de una muestra.

Definicién 1.2.1 (muestra aleatoria simple)

Dada una poblacién X se llama muestra aleatoria simple de tamano n a la
repeticién de X1, ..., X, variables aleatorias independientes con distribucién
igual a la de X. Es decir, la funcién de distribucién de la muestra (21, ..., )
es

F(z1,...,zn) = HF(CCZ)
i=1

donde F'(z) es la funcién de distribucién de la poblacién X que como se ha
dicho sigue dada por un elemento de P.

Cuando la poblacién X tiene un nuimero finito de elementos, x1,...,Tx
se dispone, bdsicamente de dos procedimientos para obtener una muestra
de tamano n, n < N. En el primero se puede suponer que cada elemento
tiene la misma probabilidad de ser escogido y por tanto ésta es %, es decir
serfa equivalente a suponer que los N elementos estdn metidos en una urna
y que se extrae sucesivamente con reposicién cada elemento de la urna con
probabilidad %, por tanto

1
P{X2 = fL‘Q‘Xl = xl} = —
N
siendo z1 y &2 cualesquiera elementos pertenecientes a la coleccién {x1, ..., xy }-

En el simil de la urna esto equivale a ir sacando valores con recemplaza-
miento. Observamos por tanto que se cumple

1

P{X1=21,..,Xn=2n} = N
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y que esta manera de muestrear estd de acuerdo con la Definicién 1.2.1.
No obstante, utilizar este procedimiento con el fin de conocer la poblacién
{21, ...,2N} no parece lo mds razonable, ya que se podria observar varias
veces el mismo elemento. El otro procedimiento posible consiste en suponer
que los elementos se extraen sin reemplazamiento. Asi el primer elemento
es escogido con probabilidad %, y para la obtencién del segundo todos los
elementos tienen la misma probabilidad pero el elemento a escoger ha de
ser diferente del primero; en el simil de la urna serfa equivalente a dejar
fuera el primer elemento observado y extraer cualquiera de los restantes con
equiprobabilidad, con lo que

0 si xo =1
PX =X X =X = .
(X = X 1}{ﬁ81x2¢x1

En el caso de obtencién de la muestra de una poblacién finita sin reem-
plazamiento no se satisfacen las condiciones de la Definicién 1.2.1. Es curioso
entonces que el procedimiento de obtener una m.a.s. de una poblacién sea
el no intuitivo cuando la poblacién es finita. También es importante el ob-
servar que aunque las n variables en el muestreo de una poblacién finita
sin reemplazamiento no son independientes, sin embargo las variables es-
tan idénticamente distribuidas con distribucién marginal P{X; = z} = %
para cada = € {z1,...,zny} y cada i = 1,...,n. En efecto, basta observar que
P{X;=x}= % v que por el teorema de la probabilidad total

N
P{Xy =z} = ZP{Xl =z} P{X2 = 2| X1 = 2}

pero P{Xs = z|X; = z;} = 0si ¢ = z; y en otro caso P{Xy = z|X; =
xi} = ﬁ va que todos los elementos disponibles se escogen con la misma
probabilidad, luego

1
P{Xy =2} = ZNN—1_N‘

1#7

El mismo razonamiento puede aplicarse de forma sucesiva hasta alcanzar
n. Si N es suficientemente grande con respecto a n el muestreo sin reem-
plazamiento puede aproximarse por el muestreo con reemplazamiento en el
sentido de que las probabilidades calculadas tanto en un tipo de muestreo
como en el otro, son practicamente iguales.

Ejemplo 1.2.1
Dada una poblacién finita de N = 500 elementos {1, 2, ...,500} de la que se
extraen muestras de tamano n = 5, la probabilidad de que todos los valores
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muestrales sean mayores que 100 cuando se extraen con reemplazamiento es

P{X; > 100,..., X5 > 100} H P{X; > 100}

400 ,
= 0/32768.
(500> — (/32768

Cuando se extraen sin reemplazamiento la probabilidad es

<400> (100>
P{X; > 100,..., X5 > 100} = AS /N0 0'326035,

(5)

lo que parece una aproximacion aceptable.
|

Existen otros tipos de muestreo, que en determinadas situaciones prac-
ticas pueden parecer mds interesantes, de hecho existen libros enteros de-
dicados al estudio de los distintos tipos de muestreo. A lo largo del resto
del libro, se usara la Definicién 1.2.1 como definicién de muestra aleatoria
correspondiente a una poblacién. Frecuentemente no se trabaja con toda
la muestra, tanto por resumir la informacién como para mimetizar ciertos
elementos de la poblacién, por lo que se introduce la siguiente definiciéon.

Definicién 1.2.2 (estadistico muestral)
Dada (X1, ...., X;,) una muestra aleatoria simple de la poblacién X, a toda
f : R™ — R* funcién conocida medible, se la llamars estadistico muestral.

E_]emplg 1.2.2 n
= Z X,y S?=-L Z( X)? son estadisticos muestrales. El
=1
prlmero es el conocido como la media muestral y al segundo se le denomina

la cuasivarianza muestral.
|

A continuacién se introducen estadisticos muestrales particulares.

Definicién 1.2.3 (momentos centrales)
Se llama momento muestral respecto al origen de orden k a

1 n
1=

El momento de orden uno, es la media muestral, ya citado en el Ejemplo
1.2.2, que se acostumbra a notar por X. Se llama momento muestral respecto
al centro de orden k a
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El momento respecto al centro mas utilizado es b, la varianza muestral.
]

Es facil ver que
k
bk = ar — <1>fak1 —+ ...+ (—1)kfk

Por consiguiente los momentos muestrales respecto al centro, pueden
calcularse en funcién de los momentos muestrales respecto al origen. En
particular la varianza muestral puede ponerse como

2
b2 = ag — X
Intuitivamente los momentos respecto al origen son medidas de centra-
lizacién, indican alrededor de qué valores se concentran las observaciones,
mientras que los momentos respecto al centro son medidas de dispersion,
valores altos indican una mayor dispersién de las observaciones.

Proposicién 1.2.1
Dada una m.a.s. de tamano n de una poblacién X con momento de segundo

a

orden finito, se tiene que E[X] = p y V[X] = 72; siendo u = E[X] y
o? = V[X].

Demostracion:

=2

ya que el segundo sumando es nulo. La hipétesis E[X?] < +oco es necesaria
para asegurar la existencia de p y o2.

Proposicién 1.2.2

Dada una m.a.s. de tamano n de una poblaciéon con momento poblacional
de cuarto orden finito, ay = E[X 4] < 400, se tiene que

Elby] = =102

n

1.2.1 2 2 2
(1.2.1) Vi) = BB 984288y Buts0d

donde f; es el momento poblacional de orden k respecto al centro, 5, =
E[(X —aq)"].
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Demostracién: Sélo se comprobard la primera expresién. Obsérvese
que
Elby] = ~ Zn: [E[X?} + EB[X7) - 2E[X-_]}
i l Z

siendo inmediato el comprobar que

— % + np? — o4 nu?
E[X?] = 0% + 112 EX]) = T’”‘ E[X/X] = TM
Ahora es inmediato el comprobar que E[S?] = 02, la esperanza de la

cuasi-varianza muestral S? dada por

n

(1.2.2) 5= - ! -5 (X - X2
=1

es la varianza poblacional.
|

En la Seccién 3.2 se verd la conveniencia de utilizar estadisticos mues-
trales que tengan de media el pardmetro que se pretende estimar. Los mo-
mentos muestrales, también pueden introducirse en el caso de muestras de
variables n dimensionales. Tan solo se va a abordar en este libro el caso de
poblaciones bivariantes. Asf, para una m.a.s. (21,¥1), ..., (Zn,yn) se pueden
definir los momentos marginales respecto al origen

1 < 1 <
(1.2.3) ko = fo aok = — ny k>0
i=1 i=1

y los momentos muestrales marginales respecto al centro
1 < 1 <
_ L _=\k _ - . =\k
(1.2.4) bro = -~ E (z; — T) bor, = - E (yi — ) k>0

=1 i=1

pero esta vez se pueden definir ademdas momentos cruzados, el més utilizado
es

(1.2.5) b = %Z(ﬂfz -T)(yi —7)
=1

la covarianza muestral y que también acostumbra a notarse como bgy. Se
define el coeficiente de correlacion muestral mediante

b
1.2. =
(1.2.6) =

donde b% = bgo y b; = bog.
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1.3. ESTADISTICA DESCRIPTIVA

Antes de continuar con el estudio de los momentos, para inferir a partir
de ellos caracteristicas de la poblacién en estudio, se debe tener en cuenta
que también es posible no pasar de la etapa de obtencién de la muestra y
realizar tinicamente lo que se llama Estadistica Descriptiva. Se entiende ésta
como el resumen de los datos, o en terminologia mas actual el Andlisis de
Datos. Estos procedimientos, muchos de los cuales incluyen representaciones
graficas, son ttiles para revelar la estructura de los datos, que frecuentemente
vendrdn escritos en columnas dentro de una pagina o registrados en una
salida de un ordenador.

Lo primero que se debe tener en cuenta es que, desde este punto de vista,
se debe empezar diferenciando entre variable cualitativa, cuando las observa-
ciones s6lo pueden clasificarse en categorfas no numeéricas, como por ejemplo
el grupo sanguineo, tipo de estudios, etc., y variables cuantitativas que son
las que toman valores numéricos, como ingresos, nimero de llamadas a una
centralita, altura, etc. De las primeras variables s6lo se pueden hacer repre-
sentaciones graficas, que permitan hacerse idea de la variable en estudio,
existiendo una gran variedad de representaciones; las méds frecuentes suelen
ser el diagrama de rectdngulos y el diagrama de sectores.

Ejemplo 1.3.1

Se clasifica una coleccién de 155 coches, 85 europeos, 26 americanos y 44
japoneses, de acuerdo con el lugar de fabricacién. Estos datos pueden re-
presentarse graficamente mediante el diagrama de rectdngulos y el diagrama
de sectores contenidos en la Figura 1.1

8 ® 8 8

[ ]

1 2 3 2

o

Figura 1.1. Diagrama de rectangulos y diagrama de sectores correspondientes
al Ejemplo 1.3.1.
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Las variables cuantitativas, por su parte, pueden clasificarse en discretas
y continuas, las primeras sélo pueden tomar una cantidad finita o numera-
ble de valores y las segundas pueden tomar cualquier valor en un intervalo
acotado o no. Con independencia de si la variable cuantitativas es discre-
ta o continua, y dependiendo bésicamente del nimero de datos de que se
disponga, a veces conviene agrupar los n elementos observados en distintas
clases C1,Cy,...,Cy, siendo x1,x2, ..., los representantes de las clases y
ni, N9, ..., Nk las frecuencias absolutas, esto es, el nimero de observaciones
dentro de cada clase. Se denota por fi, fo, ..., fr a las frecuencias relativas
k k
dentro de cada clase, donde f; = n;/n, se verificaque Y . n;=ny >, fi=1.
i=1 i=1
Alternativamente si el nimero de valores es grande se pueden construir las
clases, para llegar a la tabla de frecuencias.

Otro problema que hay que resolver es el decidir el nimero de clases
distintas a considerar, generalmente igual a \/n.

También hay que tener presente que cuando los datos se observan pasan-
do antes por una tabla de frecuencias se pierde algo de la informacién que
se tiene cuando se consideran los datos directamente, a cambio se facilita el
manejo y la interpretacién de los mismos.

Al mismo tiempo se deben escoger los limites que definen los intervalos,
de forma que las clases sean de la misma longitud, al menos la mayor parte
de ellas, y de manera que cada observacién pueda ponerse con precisién en
una udnica clase.

Ejemplo 1.3.2
Los siguientes datos, tomados de McPherson (1990), recogen los niveles de
colesterol en sangre medidos en miligramos de 135 personas:

145 145 146 158 158 163 168 168 168 168 172 174 175
175 175 175 1v5 175 178 180 180 180 181 181 187 187
192 194 194 195 196 196 198 198 198 198 201 201 201
204 204 204 205 205 205 205 205 206 206 206 207 208
209 211 211 211 212 212 212 214 214 214 216 217 217
217 217 218 218 218 218 221 221 221 221 223 224 225
225 227 277 227 227 228 230 235 235 235 236 237 238
238 239 241 242 242 243 243 245 245 245 247 248 252
253 253 253 254 24 254 256 256 257 257 261 262 266
267 267 268 268 268 268 273 274 278 283 284 285 289
292 294 296 300 345
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Estos datos se clasifican en 11 clases en la siguiente tabla de frecuencias:

Marcas de frecuencias
Clases clase frecuencias  relativas
130 — 150 140 3 0’022
150 — 170 160 7 0’052
170 — 190 180 16 0’118
190 — 210 200 27 0’200
210 — 230 220 32 0237
230 — 250 240 18 0’133
250 — 270 260 20 0’148
270 — 290 280 7 0’052
290 — 310 300 4 0’030
310 — 330 320 0 0’000
330 — 350 340 1 0’007

La tabla permite extraer consecuencias elementales de la coleccién de
datos, en primer lugar el tdnico dato contenido en la dltima clase, parece ser
inusual y puede deberse quizds a una errata de transcripcién, un tratamiento
estadistico de estas observaciones puede verse en la Seccién 8.4.4. En segundo
lugar, m4s de la mitad de los valores tienden a concentrarse sobre las 5 clases
mds bajas, por lo que la distribucién parece asimétrica.

]

Algunos autores reservan el nombre de wvariables estadisticas para las
colecciones de datos cuando no se hace referencia a la distribucién de pro-
babilidad poblacional sobre la que se quieren inferir resultados, no conside-
randose por lo tanto a éstos datos como una muestra. Aqui no se va a
establecer esta distincién.

1.3.1. Medidas de centralizacion

Una medida de centralizacién o localizacién indica el centro de una colec-
cién de niimeros. Si los niimeros provienen de diferentes medidas de la misma
cantidad una medida de localizacién se utiliza para conjeturar el valor de
esa cantidad. En otras situaciones la medida de localizacién representa un
resumen de la coleccién de nimeros, como cuando se dice, la nota media de
una clase en un examen es 675.

Ya se han visto una coleccién de medidas de localizacién, los momen-
tos muestrales respecto al origen incluidos en la Definicién 1.2.3, el que se
usa con mayor frecuencia es el primero T = a; que cuando los datos estdn
agrupados pasa a ser

k
=1
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La media muestral presenta el inconveniente de depender de todas las
observaciones y se ve muy afectada por los valores extremos. Por este motivo
se recurre a definir otras medidas de centralizacién que sean mds robustas,
es decir menos vulnerables en el sentido antes citado.

Definici6én 1.3.1.1 (mediana muestral)
Dada una coleccién finita de elementos la mediana muestral M es el valor
central, entendiendo como tal el valor M = T([z)41) si n es impar y M =

l .
5 (m(%) + m(%ﬂ)) SI m es par.

Por [z] se entiende la parte entera de v y () < ... < T(n) €s la muestra
ordenada.

Definici6én 1.3.1.2 (media truncada)

Para una coleccién finita de elementos se llama media truncada de orden «
con 0 < a < 0’5, a la media T, de los elementos que quedan de quitar el
100 % maés bajo y el 100 % més alto de los mismos. Formalmente

1

To = ’I’LT[’I’LO[] (m([na]Jrl) kit x(”*[”a]))

Las medias truncadas mds usadas son Ty1 y Too.

Ejemplo 1.3.1.1
Para la colecciéon de datos

35 69 72 77 79 79 84 85 86 87 95

la mediana muestral es M = 79 y la media truncada correspondiente a
a=02es
Tyz = #(72+ 77+ ...+ 86)
8

1.3.2. Medidas de dispersién

Una medida de dispersién o escala indica lo alejados que estdn los datos
respecto a un valor central. Los momentos muestrales respecto al centro,
ver Definicién 1.2.3, son todos ellos medidas de dispersién. El méds usado es
la cuasivarianza muestral, véase la Expresion 1.2.2, que cuando los datos
estdn agrupados toma la forma

2 1 : —\2
S = Z fl(fL‘Z — 1‘)
=1

n—1+4

donde f; es la frecuencia relativa con que aparece el valor x;, es decir el
cociente entre el nimero de veces que aparece x; partido por el nimero total
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de observaciones n. La cuasivarianza muestral también presenta el inconve-
niente de ser muy sensible a errores en los datos; por lo que en homogeneidad
con las medidas de localizacién se recurre a definir otras medidas de disper-
sion.

Definicién 1.3.2.1 (cuantiles; recorrido intercuartilico)

Dada una coleccién finita de n nimeros se llama cuantil muestral de orden p,
con p € (0,1) al valor z entendiendo como tal el valor z([,p)41) si np no es un
nimero entero y %(x(np) + T (np+1)) Sl np es un nimero entero. Los cuantiles
muestrales més usados son la mediana que se corresponde con p = 1/2 (véase
la Definicién 1.3.1.1) y los tres cuartiles que se corresponden el primer cuartil
con p =1/4, el seqgundo cuartil con p = 2/4 (coincide con la mediana), y el
tercer cuartil con p = 3/4. Se denomina recorrido intercuartilico muestral
(RIM), ala diferencia entre el tercer y primer cuartil muestrales de la misma
forma que se denomina recorrido intercuartilico poblacional a la diferencia
entre el tercer y primer cuartil poblacional.

Se recuerda que dada una funcién de distribucién F' se define cuantil
poblacional de orden p, al valor z, tal que se verifique

(1.3.2.1) Flxzp)>p v P{X>z,}>1-p
o de forma equivalente
p < F(zp) <p+ P{X =uz,}.

La definicién de cuantil muestral puede hacerse de la misma forma cam-
biando la funcién de distribucién poblacional por la funcién de distribucién
empfirica, (véase la Definicién 1.4.1). Aquf se ha preferido dar una defini-
cién esencialmente idéntica, pero que cambie todo un intervalo por un tnico
valor, la semisuma de los extremos.

Definicién 1.3.2.2 (mediana de las desviaciones absolutas)

Dada la coleccién de n ntimeros se llama mediana de las desviaciones abso-
lutas MDA, a la mediana de los nimeros |z; — M|, donde M es la mediana
muestral. Es también una medida robusta de dispersién en el sentido de que
no es demasiado sensible a observaciones erréneas o atipicas.

Ejemplo 1.3.2.1
Para la coleccién de datos

35 69 72 77 79 79 84 8 86 87 95

la cuasivarianza muestral es s> = 247'89, el primer cuartil es 72 el tercer
cuartil es 86, el recorrido intercuartilico (RIM) es 14, la mediana muestral
es 79 y la mediana de las desviaciones absolutas (MDA) es 7.
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1.3.3. Diagramas de tallos y hojas y de caja

Como ya se ha dicho, la representacion més extendida de una coleccién
de datos es mediante la tabla de frecuencias, sin embargo existen otras re-
presentaciones adecuadas, que estdn a medio camino entre la representacién
numérica y grafica. Estas son el diagrama de tallos y hojas y el diagrama de
caja, principalmente. El diagrama de tallos y hojas se construye realizando
los siguientes pasos:

a) se redondea la coleccién de datos a dos o tres cifras

b) las cifras de orden superior determinan los tallos normal-
mente de una o dos cifras

¢) a continuacién se escribe una raya vertical y se pone la
cifra de las unidades de orden inferior que determina las hojas

asf los datos 1236, 1278 darian lugar, redondeados a tres cifras, a 124, 128
ambos se corresponderfan con el tallo 12 y darfan lugar a las hojas 4 y 8 con
lo que su representacién en el diagrama seria

12|48

Ejemplo 1.3.3.1
Para los datos

256 256 257 257 261 262 266 267 267
268 268 268 268 273 274 278 283 284

el diagrama de tallos y hojas correspondiente viene dado por

4 25| 6677

(13) 26 | 1267783883
5 27| 348
2 28| 34

Siguiendo una préctica usual se han incluido delante de los tallos las fre-
cuencias acumuladas hasta llegar al tallo que contiene a la mediana, que se
indica con paréntesis. Se observa que las hojas juegan gréficamente el mismo
papel, que las frecuencias absolutas correspondientes a las clases en la tabla
de frecuencias, con la ventaja de que informan de los valores que realmente
toma la variable.

El diagrama de caja es también una representacién a medio camino entre
numérica y gréafica y recoge la mediana, el recorrido intercuartilico, la pre-
sencia de posibles valores discordantes o atipicos, junto con una indicacién
de la posible asimetria de los datos. El diagrama de caja se construye de la
siguiente formas:
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a) se representan tres lineas horizontales correspondientes a la
mediana y al primer y al tercer cuartil, que dan lugar a la caja;
b) se trazan dos rectas horizontales, de menor tamano que las
que delimitan la caja y que cubran las observaciones que queden
dentro del primer cuartil menos 1’5 RIM y del tercer cuartil mas
1’5 RIM;

¢) se representan por un punto las observaciones que quedan por
debajo del primer cuartil menos 1’5 RIM y por encima del tercer
cuartil mas 1’5 RIM si es que existen.

Los diagramas de caja no estdn estandarizados, la estructura que se
acaba de explicar es la mds extendida con modificaciones minimas. Esta
representacion da una idea de donde se encuentra el centro de la coleccion,
mediante la mediana; de la dispersién de los datos, mediante el RIM; de la
asimetria de los mismos, mediante la distancia de los cuartiles a la mediana
y por tltimo informa de la posible existencia de observaciones discordantes,
o que desentonan demasiado con los restantes datos en el sentido establecido
en c).

Ejemplo 1.3.3.2

Para los datos del Ejemplo 1.3.2 el diagrama de caja esté recogido en la
Figura 1.3.3.1 los datos para su constuccién son: la mediana 218, el primer
cuartil 198 y el tercer cuartil 248. El dato atipico 345 ha dado lugar al

358

308

2088

158

58

Figura 1.3.3.1. Diagrama de caja correspondiente al Fjemplo 1.3.3.2.

punto aislado por encima de las rectas horizontales. Se observa la ligera
asimetria de los puntos por encima de la mediana.
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1.4. PROPIEDADES ASINTOTICAS DE LOS MO-
MENTOS MUESTRALES

El objetivo de esta seccién es demostrar que los momentos muestrales
convergen casi seguro a sus correspondientes momentos poblacionales, lo
que justificard la utilizacién de los primeros para estimar los segundos en
una poblacién. La aproximacién serd entonces mayor cuanto mayor sea el
tamano muestral. Ademads se incluye la funcién de distribucién empirica.

Teorema 1.4.1
Si una poblacién tiene momentos de orden k, el momento muestral respecto
al origen de orden k, converge, casi seguro, al momento poblacional respecto
al origen de orden k

af i> L.

Demostracién: Basta ver que por la ley fuerte de Kintchine (Loéve
(1963) pég. 239) dada una sucesion de v.a. {Yy, }nen con Efy;] = p < +00 se
sigue que

Y, == n
donde Y,, = % > Y;. El resultado se obtiene tomando Y; = Xik.

Teorema 1.4.2

Si una poblacién tiene momentos de orden k, el momento muestral respecto
al centro de orden k, converge, casi seguro, al momento poblacional respecto
al centro de orden k

b == By

Demostracién: Si se tiene en cuenta que
k
b, = ap, — <1)T ap—1+ ... +zF

y que si {Xff)}neN i =1,...,p converge c.s. a X y es g una funcién
continua de R? en R, entonces

—
resultado que se demuestra facilmente, ya | que si _se denota _por X

XV L xPYy X = (XD, ., X®), por X, <5 X P{lim X, = X} =
n—oo
1. Pero el suceso lim )—5 = X estd contenido en el suceso lim g()-fn) =
—

g()_f) puesto que si hm Xn =X aplicando g se sigue que g( hm Xn)
g()—(z) y por ser g continua lim g(Xn) = g( lim Xn), luego
n—oo n—oo

P{lim g(X,) = g(X)} =1
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tomando como ¢ la expresién para bx y como Xff) los momentos respecto al
origen al variar 4, se obtiene que by, — 3.
]

También se puede probar la convergencia en ley de los momentos mues-
trales hacia la distribucién normal.

Teorema 1.4.3
Si la poblacién tiene momentos de orden 2k respecto al origen entonces se
tiene la siguiente convergencia en ley

ap — O

\/ ok — od

Demostracién: Basta utilizar el teorema central del limite, {Y,} con
v.a.i.i.d. con momento de segundo orden y E[Y;] = p  VI[Y,] = 0% < +o0
entonces Y—;H\/ﬁ — Z ~ N(0,1). Se puede considerar entonces Y;, = X*,
ap =Y conloque pu=oary 02:(1%704%.

]

Vi 55 Z ~ N(0,1).

La convergencia en ley de los momentos muestrales respecto al centro
queda recogida en el siguiente resultado:

Teorema 1.4.4
Si existe el momento poblacional respecto al origen de orden 2k entonces

vn bk — Bk £, ZN(©0,1).
\/5% — B} — 2kBj_1Bji1 + K2Br_1 B9

Demostracién: Puede verse en Cramér (1973) pag. 419 y se apoya en
el Lema 1.4.1 que tiene interés por si mismo por lo que se va a demostrar a
continuacién. Ademads el siguiente resultado, que relaciona la convergencia
en ley con la convergencia en probabilidad, también serd de utilidad en el
estudio de convergencias a lo largo del texto.

Teorema 1.4.5 (Slutsky)

Si X, £, XyY, P, a entonces se tiene que
1) Y X, = aX
) X, +Y, 5 X +a

Demostracién: puede verse en Bickel y Doksun(1977) pag. 461.

Lema 1.4.1

Si {an} es una sucesién de constantes con lim a, = +00 y @ es un nimero
n—oo

fijo, tal que an (X, — a) Lox , entonces para cualquier funcién g : R — R
con derivada continua y no nula en a, se tiene que

an(9(Xn) — gla)) 5> ¢'(a) X
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Demostracién: Si se desarrolla g(X,) alrededor de g(a) en serie de
Taylor, se tiene

9(Xn) = g(a) + (X, — a)g'(ay,)

. . . P
donde |al, — a| < |X,, — a|. Ahora bien de las hipétesis se sigue que X,, — a
ya que si se considera X, —a = ain[an(Xn — a)] como la expresién entre

corchetes converge en ley a X y i — 0, por el Teorema de Slutsky se
tiene que X,, —a . 0. Por tanto al, L, 4. Como an(9(Xn) — gla)) =
an (X, —a)g'(al,) y la funcién ¢’ es continua en a, entonces ¢'(al,) N J'(a)
por lo que aplicando otra vez el Teorema de Slutsky se obtiene el resultado

deseado.
|

Debido a su cardcter méas elemental, se incluye la obtencién de la dis-
tribucién asintdtica del momento muestral respecto al centro més sencillo:
la varianza muestral.

Teorema 1.4.6
Para m.a.s. de una poblacién con momento oy finito, la distribucién limite

de by = L 3°(X; — X)? es tal que
1

Vilby — 0%) £ Z ~ N(0,V/B; — o)

Demostracién: Se puede poner

1 n n

b= S (X = (X ) = 2 S (¥ - 7
=1 =1

donde las variables Y; = X; — p son independientes, tienen de media 0 y de
varianza o2. Como
by =~ z; VE-Y
1=

se tiene que
1 & 2
Vn(by —o?) = v/n (— g 5 02> —/nY".
n
i=1

Pero

VY = 1Y)? y Y = VAVRY

como
VY 55 7 ~ N(0,0)
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~1/4

(en virtud del Teorema 1.4.3) y n £, 0; luego por el Teorema de Slutsky,

nl/4Y £ 0 y por tanto converge también en probabilidad, con lo que su
cuadrado, /nY 2 converge en probabilidad hacia 0. Por el Teorema 1.4.3,

1 n
Vi (5212-2 —a2> L 7~ N(0, /By — o),
i=1
puesto que

7

VD By ot

E =0’y V

1 1

=G =G
i=1 i=1

Otra vez mds por el Teorema de Slutsky

NG (%ZW —o2> — VY £ 7~ N0, V/Bs — o).
i=1

n n

Ejemplo 1.4.1
Si se sabe que
Vi Z, —0) 55 X
donde X ~ N(0,0(#)), lo que ocurre por ejemplo para Z, = X en una
poblacién con momento de orden 2 finito y media 6, entonces

Vlg(Zy) - g(0) 5 Y

conY ~ N(0,|g'(8)|o(6)), sin mds que exigir que g tenga derivada continua
y no nula en el punto 6.

Ejemplo 1.4.2 (estabilizacién de la varianza)

Dada una v.a., si se conoce la distribucién asintética de una funcién sencilla
de ella, como ocurre en el Ejemplo 1.4.1, se puede tratar de obtener una
funcién cuya varianza se independiente de 6. Por ejemplo, si X sigue una
distribucién de Poisson P(6), entonces, por el teorema central del limite

V(X -0) %z

con Z ~ N(0,v0),
~ L
Vn(9(X) —g(0)) =Y
con'Y ~ N(0,|¢'(8)|v8). Se trata de obtener una funcién g tal que vfg'(6)

no dependa de 6. Esto se consigue, por ejemplo, con g(f) = \/5, pues
Vg () = % Por tanto g(X) = VX es tal que

Vi (VX -ve) Ly

conY ~ N(0,1/2).
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Ejemplo 1.4.3

Para una poblacién de Bernoulli de pardmetro 6, la distribucién asintéti-
ca de v/nX (1 — X) puede calcularse, debidamente centrada, a partir de la
distribucién de X. Por el teorema central del limite se sabe que

Vi (X = 60) =5 Z ~ N(0,/6(1 - 0))

luego si se considera g(6) = 6(1 — ) se sigue, aplicando el Lema 1.4.1, que

V(X (1 -X) - 6(1 - 0)) = Z € N(0,|1 - 20|\/0(1 — ).
n

Otro estadistico muestral importante es la funcidn de distribucion em-
pirica o muestral.

Definicién 1.4.1 (distribucién empirica)
Dada una realizacién particular de una muestra (x1,...,z,) viene definida
mediante

0 si T <x(1)
Fr(x) = % si zg) < T <Tag k=1,.,n—1
1 si T > Ty

donde se recuerda que (m(l), ...,x(n)) es la muestra ordenada de menor a
mayor.

|
Alternativamene la funcién F¥(z) puede ponerse como
1 n
i=1

Para todo z se verifica que F*(x) <% F(x), siendo F(z) la funcién de
distribucién de la poblacién. En efecto, haciendo

Y;' = I(foow] (mz)

se tiene que E[Y;] = F(x), V[Y;] = F(x)[1 — F(x)] y F(z) =Y. Aplicando
ahora la ley fuerte de los grandes nimeros se obtiene la convergencia c.s.
citada. Ademds, de la Expresién (1.4.1) se sigue, por el teorema central del
limite, que .
Jatm@ ZF@) £, 1),
F(z)[1 - F(z)]

La convergencia casi seguro puede refinarse atin més como indica el siguiente
teorema, que es llamado por algunos el teorema central de la estadistica.
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Teorema 1.4.7 ( Glivenko-Cantelli)

Si se tienen m.a.s. de tamafio n de una poblacién X, con funcién de dis-
tribucién F'(x), para cualquier numero real positivo arbitrario €, se tiene
que

lim P {sup|F;(x) — F(z)| > 5} =0.

n—oo z€R

Demostracién: La demostracién puede verse en Fisz (1963) pdg. 391.
|

Es importante senalar que en este teorema la probabilidad del primer
miembro estd obtenida a partir de la distribucién F'; por lo que serfa mas
correcto emplear la notacién Pr en lugar de P.

En virtud del Teorema 1.4.7 si se quiere determinar de forma aproximada
la funcién de distribucién, se puede obtener una m.a.s. de tamano n gande,
construir a partir de ella la funcién de distribucién empirica F;; y esperar
que F¥(x) sea una buena aproximacién de F(x).

Ejemplo 1.4.4

Es inmediato, mediante un programa de ordenador, construir F};,(0) a partir
de una m.a.s. de una poblacién N (0, 1). Por ejemplo, simulando una muestra
de 100 valores de la distribucién N(0,1) se observa que son 52 menores o
iguales que 0, por lo tanto es Fjy,(0) = 0,52. Es sabido que el valor de
la funcién de distribucién de la N(0,1) en el punto 0 es 0’5, por lo que la
aproximacion es bastante buena.

1.5. DISTRIBUCIONES EN EL MUESTREO ASO-
CIADAS A LA DISTRIBUCION NORMAL

El Teorema de Glivenko-Cantelli justifica de alguna manera, la susti-
tucién de los pardametros desconocidos de la funcién de distribucién de la
poblacién, por sus caracteristicas andlogas calculadas a partir de la muestra.
Es por tanto interesante estudiar las distribuciones de los estadisticos mues-
trales cuando la poblacién de partida es conocida. Debido al papel central
de la distribuciéon normal en el Céalculo de Probabilidades, se estudia a con-
tinuacién la distribucién de los momentos muestrales cuando la poblacién
es normal.

1.5.1. Distribucién de la media muestral

Dada una m.a.s. de tamano n de una poblacién X con distribucién
N (u, o), se sigue que la distribucién de la media muestral X es una N (u, ﬁ)



22 INFERENCIA ESTADISTICA

En efecto, la funcién caracteristica de la media muestal es

n
it X . 52
ox(t) :E[el"; ' itn—35e)n
2
a t2

que es la funcién caracterfstica de la distribucién N (u, ﬁ)

1.5.2. Distribucién del momento muestral respecto al origen
de orden dos

Para m.a.s. de tamano n de una poblacién N(0,0) la distribucién de

n
az = 3> X? viene dada por
1

1 n n/2 __n_ n__
(1521) g(y) = ZTL/Q—F(%) <F> (& 202yy2 1 con Yy 2 0.

Procediendo por pasos sucesivos, si X tiene distribucién N(0,1) la dis-
tribucién de X2 es una gamma (a = %,p = %), ya que para y > 0

P{X? <y} = P~ < X </} = 20(y/7) 1

con P la funcién de distribucién de la v.a. N(0,1). Derivando respecto de y

Fx2(y) = o(Vy)y ?

donde ¢ es la funcién de densidad de la N (0, 1). Por tanto, la densidad de X 2

1, 1 . _ .
es \/%e 27272, con x > 0. Como la funcién caracteristica de la distribucion

. _ n
Gamma (a,p) es (1 — %) P se sigue que la distribucion de X2, cuando
1

X; se distribuye N(0,1), es una Gamma (a = %,p = %), es decir

1
(1.5.2.2) f(2) = ——e 372! con z>0.
ZENE)

A una v.a. con esta densidad se la denomina variable aleatoria x2, donde
el pardmetro n recibe el nombre de nimero de grados de libertad. Es facil
establecer (ver Ejercicio 1.9.14) que la media de la distribucién x2 es n
y que su varianza es 2n. En la Figura 1.5.2.1 pueden verse distintas re-
presentaciones de la funcién de densidad al variar el nimero de grados de
libertad.
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n=2

n=10

5 18 15 28

Figura 1.5.2.1. Funciones de densidad de la v.a. x> para n = 2,5, 10.

Se puede entonces introducir la siguiente distribucion.

Definicién 1.5.1 (distribucién x?)

Para m.a.s. de tamafo n de una poblacién N(0,1) (X1,..., X,) lav.a. YV =
n

> Xi2 tiene una distribucién x2 con n el nimero de grados de libertad, o
i=1

de forma equivalente cuando su funcién de densidad es

(1.5.2.2) fiz () = —5——€"2%22 con x>0
Xn 2n/2r(%)

Al final del libro, en el Apéndice titulado Tablas, la Tabla 4 recoge cuan-
tiles ttiles de la distribucién y2 para diferentes valores de n. A titulo de
ejemplo la probabilidad de que la distribucién X%4 tome un valor superior a
36’4 es 1 — (/95 = 0'05. La distribucién x2 puede generalizarse al caso en
que las variables X; sean independientes pero tengan distribucién N (g, 1)

7
con p; # 0. Ya que la funcién caracterfstica de > X? es

i=1
zti i —%Xn:( zj—p;)?
5 = g R
12”2(53 =) Z—J‘(l T=57)
= Wffe =N o dzy...dxy,
1-2it 2lt 2
e g R e,
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n
donde A = 13" ,u?. Como
1

) — .Y N—n/2 o N
e 1-2it (1 — QZt) =e (1 — 2Zt) JZ:O m

0 . n
= e—AEO 2 (1 —2it)~(+)

mediante el teorema de inversién de la funcién caracteristica, (véase Loéve(1963)
pag. 188), se obtiene la funcién de densidad, que resulta ser

fl@) =5 [T2emitop(t)dt

AN 1 e 53 ti-1

(1.5.2.3) e
=5 TGy

con z>0

densidad correspondiente a la v.a. x2 no centrada con pardmetro de no
n

centralidad \ = % > u? y n nimero de grados de libertad.
1

Para obtener la distribucién de otros momentos muestrales, se necesita
el siguiente resultado que recoge la distribucién de ciertas funciones de v.a.
normales.

Lema 1.5.1
Dada una m.a.s. de tamano n (Xy, ..., X,,) de una poblacién N(0,0), si se
construyen las v.a.

X1
Y =X = (ciy, - Ciy,) : i=1,..,p
Xn

donde p es menor que n, con cic; =d;; (0;; =1 si i=j y 06;=0 si

i #£7), lav.a.
n P
7-yx Yo
i=1 i=1

es tal que % ~ X%_p, y ademés la v.a. Z es independiente de las variables
Yi,..,Y,.

Demostracién: Inicialmente se determinan n — p vectores més ¢; de
dimensién n x 1 para ¢ = p + 1,...,n, que sigan cumpliendo la restriccién
/ — 5... 3 3 n
c;cj = 0;5; esto siempre es posible ya que se puede encontrar en R™ una base
ortonormal de n elementos cuyos p primeros vectores sean los vectores c;,
i=1,...,p. Se tiene entonces

Y; =dX i
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o escrito matricialmente Y = CX. Es claro que EY;] = ¢E[X] =0y
por ser las variables Y; combinaciones lineales de variables normales, tienen
distribucién normal de media 0, varianza o2 y son independientes, pues

n
CO’U(E,)/]') = 02 ZCiijk = 02(5”.
k=1

Si ahora se expresa la variable aleatoria Z en funcién de las v.a. Y;

i=1

i=1 i=p+1

con lo que Z es independiente de Y7, ..., Y, y ademds %, de acuerdo con la
Definicién 1.5.2.1, tiene distribucién ngp-

Teorema 1.5.1 (Fisher)

Para m.a.s. de tamafo n de una poblacién N (u, o) se tiene que by, momento
muestral respecto al centro de orden 2 y X, media muestral, son variables
aleatorias independientes, ademds X tiene distribuciéon N (1, ﬁ) y n%

tiene distribucién x2_;.
Demostracién: Basta observar que

n

by = 3(X; — X = 3 (X — p— (X — )’

i=1 =1
= 2 (X —n(X—p)’.

Dado que Y; — pp ~ N(0, o), se puede aplicar el Lema 1.5.2.1 con p = 1,
X1 —p

_ (L L .
-

y Z = nby. Entonces n% ~ X%_l es independiente de Y7 y, por tanto,
también de X. En definitiva, en m.a.s. de una poblacién N (i, o), la media
muestral X v la cuasivarianza muestral son v.a. independientes y ademés
son conocidas sus distribuciones.

1.5.3. Distribuciéon del cociente entre la media muestral y el
momento respecto al origen de orden dos

Para encontrar la distribucién de este cociente es necesario introducir
la distribucién de Student, la segunda distribucién en el muestreo asociada





